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Resumo 

Dualidades Eletromagneticas no Espago- Tempo 
Nao-Comutativo e Formalismos Simpleticos 

Davi Cabral Rodrigues 

Clovis Jose Wotzasek 
Wilson Oliveira 

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pos-Graduagao em 
Fisica. Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como 
parte dos requisitos necessarios a obtengao do titulo de Doutor em Ciencias (Fisica). 



O estudo de teorias de espago-tempo nao-comutativo tern atraido muita atengao 
nos liltimos anos, o que se deve essencialmente a duas raz5es: i) teorias desse tipo 
aparecem como casos limites de modelos fisicos a priori comutativos, como e o caso 
de teoria de cordas no limite de Seiberg-Witten e o de uma particula no mais baixo 
nfvel de Landau; ii) por si mesmas sao teorias de interesse fisico, pois possuem pro- 
priedades bem particulares proximas a varias expectativas, de gravitagao quantica 
a efeito Hall quantico fracionario. 

Apresentamos nesta tese uma recente proposta de gauge embedding baseada no 
formalismo simpletico de sistemas vinculados e analisamos extensoes de dualidades 
eletromagneticas classicas para o espago-tempo nao-comutativo em 3D e em 4D. A 
analise dessas dualidades no espago tempo nao-comutativo e importante pois dual- 
idades estabelecem equivalencias nao-triviais de formulagoes de uma mesma teoria, 
levando a descoberta de novas expressoes e novas propriedades fisicas. Em par- 
ticular, e sabido que em 4D no limite de campos lentamente variantes (CLV), o 
parametro da nao-comutatividade 9 e transformado em seu dual Hodge *9 via du- 
alidade eletromagnetica, essa transformagao conecta nao-comutatividade no espago 
somente com nao-comutatividade entre tempo e espago. Nesta tese estendemos essa 



dualidade para 3D, avaliamos a necessidade do limite de CLV em 4D e em 3D, es- 
tudamos o caso tridimensional com massa topologica e estabelecemos uma extensao 
nao-comutativa para o modelo autodual, esclarecendo certo conflito existente na 
literatura. 

Tambem aqui apresentamos o desenvolvimento de uma recente tecnica de gauge 
embedding, baseada no tratamento simpletico de sistemas vinculados que ja foi apli- 
cada em alguns modelos, tanto comutativos quanto nao-comutativos, tendo con- 
seguido reproduzir com sucesso resultados obtidos atraves de outros metodos. Con- 
sideramos que esse recente metodo e promissor e esperamos que seu desenvolvimento 
conduza a solugSes de problemas fisicos atuais. 

Palvras-chave: nao-comutatividade, dualidade, formalismos simpleticos, mapa de 
Seiberg-Witten, eletromagnetismo, massa topologica. 
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Abstract 

Electromagnetic Dualities on Noncommutative Space-Time 

and Symplectic Formalisms 

Davi Cabral Rodrigues 

Clovis Jose Wotzasek 
Wilson Oliveira 

Abstract da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pos-Graduagao em 
Fisica. Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como 
parte dos requisitos necessarios a obtengao do titulo de Doutor em Ciencias (Fisica). 



The study of noncommutative space-time theories has being attracting much 
attention in the last years, this is mainly due to two reasons: i) these theories 
appear as limiting cases of physical models which are a priori commutative, e.g., 
strings in the Seiberg-Witten limit and a charged particle in the Lowest Landau 
Level; ii) by themselves these theories are of physical interest, since they have very 
particular properties which are close to many expectations, from quantum gravity 
to fractionary quantum Hall effect. 

In this thesis we present a recent proposal for gauge embedding inspired in the 
symplectic formalism for constrained systems and we analyze extensions of classical 
electromagnetic dualities to the noncommutative 3D and 4D space-times. This 
investigation is important since dualities establish nontrivial equivalences between 
different formulations of the same physical theory, leading to the discovery of new 
expressions and new physical properties. In particular, it is known that in the 
slowly varying fields (SVF) limit, the noncomutativity parameter 9 becomes its 
Hodge dual *9 through the 4D electromagnetic duality, this transformation connects 
space noncommutativity with noncommutativity between space and time. In this 
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thesis we extend this duality to the 3D space-time, evaluate the necessity of the 
SVF limit in 4D and in 3D, study the 3D case with topological mass and establish 
a noncommutative extension to the the selfdual model, clarifying certain conflict 
found in the literature. 

We also present here the development of a recent technique of gauge embedding, 
inspired in the symplectic handling of constraints which has already been applied in 
a number of models, both commutative and noncommutative, and success has been 
achieved in reproducing results obtained by other methods. We consider that this 
recent method is promising and we hope that its development will be helpful to the 
solution of current physical problems. 

Keywords: noncommutativity, duality, symplectic formalisms, Seiberg-Witten map, 
electromagnetism, topological mass. 
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Capitulo 1 
Introdugao 

Desde as origens da ciencia moderna sempre coube aos cientistas o trabalho de elab- 
oragao de teorias e verificagao dessas atraves da experiencia. Com o passar do tempo, 
mais fenomenos vieram a ser explicados pela ciencia e com maior precisao, paralela- 
mente as teorias foram se tornando mais complexas, exigindo cada vez mais trabalho 
teorico. No seculo XVII, urn cidadao interessado era capaz de ler os ultimos tratados 
cientificos de seu tempo, como o Didlogos Sobre as Duas Novas Ciencias (1638) de 
Galileu Galilei; entretanto, a partir do seculo XX, mesmo os conceitos mais basicos 
da fisica dificilmente sao compreendidos por nao-cientistaJl]. Os livros atuais volta- 
dos para o publico leigo, antes de descreverem superficialmente as pesquisas atuais, 
precisam introduzir os fundamentos da fisica que foram estabelecidos no imcio do 
seculo passado! Esse alto grau de distanciamento da ciencia contemporanea pode, 
por outo lado, ser visto como um indfcio de que a ciencia estaria realmente rumando 
de acordo com seus principios de buscar pelos fundamentos da Natureza a despeito 
das crengas e apelos esteticos da sociedade de seu tempc^. Atualmente ha indicios 
de que estejamos proximos da teoria fisica fundamental, a qual provavelmente ad- 
viria da teoria de cordas (ou teoria M). Espera-se que resultados do Large Hadron 

x O filosofo K. Popper alem de interesse pela fisica teve contato com grandes fi'sicos de seu tempo 
e argumentou que uma interpretagao da mecanica quantica deveria caber a filosona. Todavia, ao 
apresentar sua interpretagao em um capitulo de A logica da pesquisa cientifica (1934), se aventurou 
alem do que poderia e incorreu em erros basicos, como ele mesmo admite em edigoes subseqiientes. 

2 Esta questao nao e de forma alguma simples, mas nao entraremos em mais detalhes. 
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Collider (LHC), cujas atividades comegarao no proximo ano, auxiliem na escolha 
do caminho a se seguir para a consolidagao da teoria de cordas. 

A fisica atingiu urn grau de refinamento teorico que a possibilita dar grandes 
saltos na compreensao da Natureza atraves da inspegao de sua estrutura formal e 
da criagao de novas estruturas cuja correspondencia com a Natureza so e entendida 
posteriormente. Nesse espfrito, P. A. M. Dirac certa vez enunciou 

It is more important to have beauty in one 's equations than to have them 
fit experiment (...) because the discrepancy may be due to minor features 
that are not properly taken into account and that will get cleared up with 
further developments of the theory. 

Embora a proposta original de C. N. Yang e R. L. Mills pQ tenha se demonstrado 
incorreta, se seu trabalho tivesse sido descartado hoje nao terfamos o modelo padrao. 
A interpretagao fisica original realmente era problematica, mas sua estrutura formal, 
a despeito das serias dificuldades iniciais, continha a chave para o entendimento das 
forgas nucleares. Segundo o proprio C. N. Yang: 

We did not know how to make the theory fit experiment. It was our 
judment, however, that the beauty of the idea alone merited attention. 

Durante a formulagao da mecanica quantica, os fi'sicos da epoca, com destaque 
para W. Heisenberg, perceberam que as grandezas classicas expressas por fungoes 
reais deveriam ser abandonadas em favor de novas grandezas dadas por operadores 
cujo comutador nao e necessariamente nulo. A partir de entao, tornou-se claro que 
o espago de fase de um sistema fisico e verdadeiramente nao-comutativo. Todavia, 
somente varias decadas mais tarde, a geometria desses espagos veio a receber uma 
formulagao geometrica precisa [2j. Esses avangos conceituais motivaram a busca 
por novas aplicag5es da geometria nao-comutativa na fisica [31 IU E] e da revisao da 
antiga proposta de espago quantico de H. S. Snyder [6]. Em particular foi descoberto 
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que, sob certo limite de baixa energia, a teoria de cordas preve urn espago fisico nao- 
comutativo [4, 5, 7J. 

Muito do significado dessas teorias de espago-tempo nao-comutativo nao e enten- 
dido, mas seus aspectos formais tornam-se a cada dia mais ricos. Uma nova revolugao 
pode estar bem proxima. Nao e claro ate que ponto tais teorias devam ser vistas 
como fundamentais ou como efetivas, talvez a utilidade delas seja somente para da- 
dos fenomenos especmcos, como o efeito Hall quantico ou como forma de modelar um 
sistema no mais baixo mvel de Landau; mas podem se revelar ate como uma proposta 
de teoria fundamental alternativa a teoria de cordas. As teorias U*(N) (teorias U(N) 
nao-comutativas) possuem propriedades nao encontradas em outros modelos fisicos 
conhecidos; em particular, transformag5es de coordenadas sao um subgrupo de suas 
transformagoes de calibre, o que as torna fortes candidatos para modelar gravitagao 
quantica. Ademais, em um espago nao-comutativo, ha uma relagao de incerteza 
no proprio espago fisico que o torna "embassado" ( "fuzzy" ) , pontos sao dissolvidos 
em pequenos pianos "enevoados", tal como ocorre no ja tradicional espago de fase 
quantico. Caracteristica que e bem vinda para a compatibilizagao da gravitagao 
com a teoria quantica, dado que por um lado a teoria quantica dita que e necessario 
uma quantidade de energia cada vez maior para examinar partes cada vez menores 
do espago, enquanto a relatividade geral imp5e que energia curva o espago-tempo; 
o que leva a um colapso da geometria usual do espago-tempo em regioes da ordem 
do comprimento de Planck. 

Mais antigo que o conceito de nao-comutatividade em fisica e o de dualidade, 
cuja origem pode ser tragada desde as observag5es de O. Heaviside [8] no final do 
seculo XIX. Assim como nao-comutatividade, o conceito de dualidade foi revigorado 
nos ultimos anos. Em particular devido as conexoes que as dualidades fornecem 
as teorias de cordas, unificando todas as formulagSes, o que deu origem a chamada 
segunda revolugao (para introdug5es veja as Refs. [9]). 
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Tres conceitos formais fisicosj desempenham urn papel de destaque nesta tese: 
nao-comutatividade, dualidade e geometria do espago de fase (geometria simpletica). 
Esta tese foi elabordada sem pressupor que o leitor ja tenha familiaridade com essas 
areas e sua conexao com a fisica. Os resultados por nos obtidos podem ser divididos 
entre os referentes a criagao do metodo simpletico de calibre pHl [H] (Segao l3~2l) . 
o sobre a extensao da dualidade dos modelos Maxwell-Chern-Simons e autodual 
para o espago-tempo nao-comutativo [12] (Segao 15.11) e, por fim, sobre a dualidade 
eletromagnetica sem massa topologica em 3D e 4D [13] (Segao l5~2l) . 

No proximo capitulo introduzimos ou revisamos sucintamente alguns conceitos 
basicos que serao liteis para toda a tese, como geometria diferencial (a notagao 
de formas diferenciais em especial), eletromagnetismo em D dimensoes, grupos 
SU(N), massa topologica e uma apresentagao das dualidades eletromagneticas com 
enfase nas tecnicas que serao usadas posteriormente. No Cap. 3 apresentamos 
uma introdugao a geometria simpletica no espago de fase e ao chamado formalismo 
simpletico, em seguida apresentamos o metodo simpletico de calibre. O Cap. 4 
e exclusivamente dedicado a uma introdugao sobre nao-comutatividade no espago- 
tempo. Procuramos apresentar os topicos necessarios ao capitulo seguinte e mais 
alguns que nos parecem convenientes para dar uma melhor visao geral a questao. 
Quanto a esse ultimo ponto, muito mais poderiamos acrescentar, muitos assun- 
tos interessantes tiveram de ficar de fora, como transformagSes de Lorentz, mas 
acreditamos que o material apresentado, junto das referencias indicadas, ja seja o 
suficiente para uma compreensao razoavel do quadro geral. No Cap. 5 apresentamos 
os dois resultados independentes sobre dualidade eletromagnetica no espago-tempo 
nao-comutativo. Por fim, o ultimo capitulo e dedicado as nossas conclus5es e per- 
spectivas futuras. 



3 Sao fisicos no sentido de estarem associados a interpretagoes fisicas. A abordagem desta tese 
e fisica e nao matematica. 
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Capitulo 2 

Teorias U(N) em D dimensoes e 
modelos duais 



2.1 Notacao e topicos sobre geometria diferencial 

principal objetivo desta segao e estabelecer a notagao, para isso revisaremos de 
forma breve algumas propriedades de geometria diferencial. De particular inter- 
esse e a notacao de formas diferenciais. E natural se questionar se essa notacao 
realmente e relevante fisica ou para a tese em questao. Por se tratar de 

uma notagao, os mesmos conceitos podem ser sempre expressos de atraves de outros 
meios, mas a importancia de uma boa notagao nunca deve ser subestimada, pois 
permite analisar o mesmo problema atraves de outros aspectos e pode possibili- 
tar uma solugao muito mais rapida, se atendo aos conceitos fundamentals em vez 
da extensos calculos ou expressSes. A notagao de formas diferenciais e bem mais 
"limpa" que a notagao tensorial (que nada mais e do que a expressao componente 
por componente das formas) e trata dos objetos fisicos ou matematicos diretamente 
a despeito de particularidades do sistema de coordenadas. Nao importa qual a 
transformagao de coordenadas utilizada, uma /c-forma A e sempre expressa por 
A, enquanto seu tensor correspondente A^ 1/Ji2 ^ k precisa se transformar de acordo. 
OperagSes frequentemente aqui utilizadas, como dualidade Hodge e diferenciagao 
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externa, sao simplesmente dadas por *A e dA enquanto na notagao de componentes 
assumem o aspecto e fJ,1 ' l2 "" tJ-kUl ' /2 " MD - k A^ lll2 „^ k e ^w^^...^]. Enfim, dada a simpli- 
cidade da notagao mais moderna de formas diferenciais, a pergunta nao deveria ser 
se e necessario recorrer a essa notagao, mas sim se todas as vezes que a notagao de 
componentes foi utilizada isso realmente foi necessario. 

Esta apresentagao nao visa ser matematicamente rigorosa. Algum contato ante- 
rior com conceitos basicos de geometria diferencial e pressuposto. Varios resultados 
serao mencionados sem demonstragao. Introdugoes mais detalhadas sobre o tema 
podem ser vistos, por exemplo, nas Refs. [HI [15], [161 Ej- 

Vetores no espago Euclideano JE n se encontram nesse proprio espago e nao e 
importante especificar a que ponto p G IE n certo vetor desse espago esta associado, 
pois a geometria do espago Euclideano e identica em todos seus pontos. Seja M uma 
variedade D-dimensional, associa-se a cada ponto p G M um espago vetorial T p M 
chamado de espago tangente a M em p. Assim, um vetor associado a M pertence ao 
espago tangente a M em certo ponto p G M. O espago T P M tern a mesma dimensao 
de M, ou seja, D. O espago dado pela uniao de todos os espagos tangentes a M e 
o fibrado tangente, cuja dimensao e 2D, e escreve-sd_ 

TM := |J T P M. (2.1) 

peM 

Como T P M e um espago vetorial, existe um espago vetorial dual a esse, que 
denotaremos por T*M, cujos elementos associam um numero real a cada vetor de 
TpM, ou seja, 

uj G T*M u : TpM -> 1R. (2.2) 

espago T*M e chamado de espago cotangente a M em p. Reciprocamente, V G 
TpM V : T*M -> K. Analogamente ao fibrado tangente, T*M := UpeM^p^f e 
o fibrado cotangente a M. 



1 Usaremos o sfmbolo := para indicar uma igualdade por definigao. A :— B le-se A e definido 
como sendo igual a B. Sempre que ele for usado uma definigao estara sendo feita, mas a reci'proca 
e falsa. 
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Sejam {e M } base de T p M e base de T*M, com /i = 1,2, ...,Z). A atuagao 
de V G T P M sobre G T*M define urn produto interno ( , ) p : T p M x T P M -> IR 
cuja atuagao sobre a bases desses espagos e dada poj^l 

V[u) = (lu, V) p = Kf, V v e v ) p = LU^Vir, e u ) p . (2.3) 

Sabemos que (f 1 , e^)p G IR, mas seu valor em principio e arbitrario. A fixagao desse 
valor determinara o valor real da atuagao de qualquer vetor sobre um covetor (ou o 
inverso). FixaremoJ] (/ /i ,e J y) p = 5^ portanto 

V[u] = w M y. (2.4) 

Dado que o lado esquerdo da igualdade e invariante por transformagoes de coorde- 
nadas, o lado direito tambem e. Em particular isso mostra que as coponentes de 
um covetor devem se transformar de acordo com o inverso da transformagao das 
componentes de um vetor. 

Ate o momento nao foi explicado como o espago tangente e construido a partir 
de uma variedade diferenciavel, so argumentamos em favor de sua existencia e apre- 
sentamos algumas definigoes naturais e conseqiiencias imediatas. Usando derivadas 
ao longo de curvas em M que passam por p G M, controi-se o espago T p M. As 
componentes de um vetor V tangente a M em p ao longo da curva c(t) C M, com 
c(0) = p, sao dadas por = ^ \ t = . 

A taxa de variagao de uma fungao / : M — > IR em p ao longo da curva c e dada 

por 

df(c(t)) d(f o tp- 1 o <p o c)(t) (2 r>) 



d(f o (p 1 o (p o c)(t) 



t=0 

,D 



dt 

em que <p : U p C M — > 1R D e a aplicagao que define o mapa entre certa vizinhanga 
dej p em M e o espago JR D . Ha pouco escrevemos x M (c), mais precisamente x M (c) 



2 A convengao da regra da soma sobre indices repitidos e assumida nessa equagao e em todas as 
posteriores. 

3 Em que 8% = se fj, ^ v e Stf — 1 caso contrario. 

4 Sua existencia, assim como a de sua inversa, e pre-requisito para M ser variedade. 
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se refere a uma das D componentes reais da aplicagao tp(c(t)). De forma analoga, 
expressaremos / o y? -1 : ]R D — > ]R como f(x^). A ultima equagao pode entao ser 
escrita como 



df(c(t)) 



dx»{c{t)) 



t=o dt 



dl[X) - (2.6) 



fit 

Ou seja, taxas de variagao de fungoes definidas em M sao "orientadas"pelos vetores 
tangentes. 

Uma forma de interpretar a equagao anterior e considerar que o vetor V e um 
operador cuja base e dada por d/dx^, e forma padrao da base de vetores 

tangentes a M. Comparando as Eqs. (12.6p e (12.41) . vemos que podemos considerar 
dfj,f como componentes de um covetor. Ha um escalar imediato que pode-se criar 
com essas componentes, esse e dado por df = d^fdx^. Assim identifica-se {dx^ 1 } 
como base de T*M e df(p) como elemento de T*M. Covetores sao comumente 
chamados de 1-formas. Se ui k e fc-forma em M entao u k : T p MxT p Mx...xT p M — ► ]R 
e fungao fc-linear totalmente anti-simetrica. Em particular, para k = 2, vem 

u 2 = -ul v (dx» ® rfa; 1 ' - dx v ® dx^) = -u%,dx? A dx v , (2.7) 

c 2 [^,S] = -w a [5,y] = ^y^ ) (2.8) 

em que G 1R, wj, = -w^ e 5, V G T p M. 

Toda fc-forma pode ser escrita como segue, e sempre usaremos o mesmo fator 
constante, 

u k = _ w * ^ a dx^ A ... A dx^. (2.9) 

O tensor „ 3-- „ e sempre totalmente anti-simetrico. 

O produto externo de uma /c-forma por uma r-forma e uma (fc + r)-forma: u k A 

Uma fungao real / : M — > 1R e uma 0-forma e df e uma 1-forma. (A; + l)-formas 
podem ser obtidas a partir da aplicagao da derivada exterior sobre uma fc-forma 
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segundo a regra 

du k = —dvu* da? A dx^ A ... A dx? k . (2.10) 

K ! 

Dessa regra imediatamente conclui-se que 

dduj k = (2.11) 

para qualquer /c-forma (diferenciavel). 

Uma fc-forma que satisfaga du k = e chamada de fechada. Em particular, se 
existir uma (k — l)-forma tal que du 1 = u k , d e forma exata. Em espagos 
Euclideanos, pseudo-Euclideanos ou homeomorfos a um desses dois, toda forma 
fechada e necessariamente exata (isso e uma conseqiiencia do Lema de Poincare). 

Como conseqiiencia da regra (12.101) . vem 

d{u k A u r ) = dtu k A u r + (-1) V s A du r . (2.12) 

Comumente consideraremos variedades munidas de uma metrica g p : T p M x 
T p M —>■ IR. Metrica e uma forma simetria, bilinear e nao-degenerada que sera 
expressa por 

9 P = g^dx* ®dx h '. (2.13) 

Equivalentemente, ocasionalmente ela e expressa atraves do quadrado do elemento 
de linha ds 2 , 

ds 2 = g {dx^, dx v -^j = g, v dx»dx v . (2.14) 
Usaremos a usual convengao (g^) -1 =: (g^ v ). 

A metrica estabelece um isomorfismo entre TM e T*M. Seja V G T P M, logo 
g p (V, •) : T p M — > IR e portanto g p (V, •) G T*M. Sendo V 1 as componentes do vetor 
V, adota-se a regra de escrever as componentes de seu covetor associado pela metrica 
por Vfj,. Deve estar claro que F e ^ sao componentes de diferentes objetos, em 
particular, V = V^e^ ^ V^f^ 1 = g p (V, •). Contudo, pode-se definir uma convengao 
cuja unica utilidade sera a de facilitar a expressao grafica de algumas equagoes: 
uj = LU^p 1 = 10^ fn, em que / M := g^f^ 1 , lembrando que / M = dx^. 



2.1. NOTAQAO E TOPICOS SOBRE GEOMETRIA DIFERENCIAL 



10 



Convencionaremos que 

dx 1 A...Adx D =:d D x. (2.15) 

Portanto 

dx^ 1 A ... A dx^ D = e> 11 - t " D d D x, (2.16) 

em que e 12 -- D = l ; e e totalmente anti-simetrico e nao se transforma por mudanga 
de coordenadas. 

Em espagos metricos, ha uma forma natural de introduzir um elemento de volume 
invariante por transformagoes de coordenadas (exceto por paridade) , esse e dado por 

Q= v/|det(^)| d D x. (2.17) 

Por meio da metrica, pode-se definir um isomorfismo natural entre o espago das 
fc-formas com o das (D — fc)-formas que e dado pela operagao de dualidade de Hodge, 
cujo operador denotaremos por * e sua atuagao e expressa em uma fc-forma A por 

*A = ^4„. w *(^ A... Ada?") 

! ' ^...^ dx^ A ... A <te«*>-* (2.18) 



fc! (D — 


fc)! 


1 1 




fc! (D — 


fc)! 


1 1 




fc! (£>- 


fc)! 



uj^-^i-^D-k dx vi A ... A dx VD _ k 



A^ k u:^ kV1 ... VD _ k dx"' A ... A dx v °-K 



Todas as operag5es acima de levantar ou abaixar indices sao apenas conseqiiencia 
do emprego da metrica. uj e totalmente anti-simetrico e deve se transformar de tal 
forma a preservar a invariancia do lado esquerdo da igualdade por transformagoes 
de coordenadas. 

Considere o produto 

A A* A = (1) —L—A^ ..., k A^u vl ...„ fcAl ... XD _ k dx»\..dx^ Adx x \..dx x °~* 
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k\J (D-k)\ 



X 



1 \ 2 

= ^ ^i.../*^ 1 - ^ / (2-19) 

Acima foi usado que a;, por ser totalmente anti-simetrico e de posto maximo, deve 
ser proporcional a e. Voltaremos a questao da contragao de indices entre e's em 
breve. Da ultima equagao, a fim de que A A * A seja invariante por transformag5es 
de coordenadas, ve-se que 



/ = V|det(^)|. (2.20) 

Port ant o 



^J\det(g, u )\, (2.21) 



^m...fj, D — c ^i...£t c 

em que e\ 2...D = 1, e e totalmente anti-simetrico e nao se transforma por mudanga 
de coordenadas. Para evitar confusao na operagao de levantar e abaixar indices e 
util estabelecer a distingao entre see. Em particular temos 

com g := det(g^). A regra de contragao dos indices dos simbolos anti-simetricos e 
dada por 

e^.. m ... VD _ k = (D — k)\ 5il:f k . (2.23) 

Seguindo a notagao usual, <^;;;*£ e o determinante da matriz k x k de <5's de elemento 
geral 6%. 



Empregando artificios ja apresentados, obtemos a seguinte util relagao: 

*M = (-l) fe ( D - fc )+M, (2.24) 
em que (— l) a e o sinal de g, ou seja, (— l) a = \g\/g. 
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Essa notagao e esses resultados sao suficientes para passarmos para a proxima 
segao e comegarmos a tratar de problemas mais diretamente ligados com a fisica. 



2.2 Equacoes de Maxwell em D dimensoes com 
metrica constante arbitraria 

Esta segao tern dois objetivos importantes para o restante da tese: estabelecer as 
equag5es de Maxwell no espago-tempo tridimensional e servir de primeiro exemplo 
de emprego da notagao introduzida na segao anterior. Um espago H n com dada 
metrica constante pode sempre, por meio de transformagoes de coordenadas, ser es- 
crito como um espago Euclideano ou pseudo-Euclideano. Toda a apesentagao desta 
segao seria muito simplificadda se assumissemos logo de imcio uma metrica usual 

para o espago-tempo, como diag(H ) em 4D ou diag(H ) em 3D. Todavia, 

a substituigao logo de imcio da metrica pelo seu valor constante esconde diversas 
propriedades da manipulagao de formas diferenciais e das equagoes que descrevem 
o eletromagnetismo. Ademais, meios dieletricos podem ser modelados por metricas 
diferentes da do vacuo (ainda que constantes) [f7J e a apresentagao desta segao 
pode ser vista como o imcio de uma preparagao pedagogica ao eletromagnetismo em 
espagos curvos (metricas nao constantes). Devido ao valor da metrica nao ser sub- 
stiuido logo de imcio, poderemos avaliar o comportamento das equagoes de Maxwell 
frente a inversao de sinal da metrica, relacionando dois tipos de metrica comumente 

usados em fisica diag( — h +...) e diag(H ...), veremos tambem que ha certa su- 

tileza importante na definigao do campo magnetico em 3D que depende da adogao 
do primeiro ou do segundo tipo de metrica. 

Seja M uma variedade de dimensao D munida de uma metrica g x : T x MxT x M — > 
1R constante (g x = g x >). Considere a seguinte agao para a fc-forma A G T*M com 
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simetria de calibre do tipd_| U(l) e valida para qualquer dimensao D: 

Sj[A] =a D J (-*F AF + eiA*jj. (2.25) 

Acima, F := dA, do e uma constante que pode depender da dimensao de M, e e a 
constante do acoplamento de J com A e J e uma fc-forma que satisfaz d* J = 0. O 
acoplamento entre A e J acima pode tambem ser escrito como 

e A A J, (2.26) 

em que J e uma (£) — fc)-forma que satisfaz dJ = 0. Para dada metrica g, podemos 
considerar a introdugao de J nada mais que uma nova notagao, pois J e *J sao 
(D — /c)-formas fechadas quaisquer, assim podemos em principio simplesmente usar 
a substituigao e J <-> e *J. Contudo, nao estamos nesta segao exclusivamente 
interessados em resolver esse problema para dada metrica. 

Diremos que a transformagao g — ► — g define o que chamaremos de transformagao 
de assinatura de M (ou do espago-tempo). E imediato conferir que 

J J e *J (-l) fe V, (2.27) 

em que o smibolo a acima designa a transformagao de assinatura. O acoplamento 
A A * J, dependendo do valor de fc, muda de sinal, enquanto A A J permanece 
constante sempre. 

No momento vamos aderir a interpretagao da corrente como um ente ffsico tal 
como o potencial A, precisando da metrica para acoplar com A. Nao ha problema 
em se persistir no emprego de A A * J, mas precisaremos da regra 

e -2-> (-l) fe e. (2.28) 



Lembrando que *6F = 5*F, *8F A F = *F A SF, 5F = d5A, d(*F A 5 A) = 
d*F A5A+ a rfM e M A * J = (-l)*^-*)^ A a equagao de 

5 Isto c, scndo A' = A + d\, S[A] = S[A'}. 
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movimento de Sj (12. 25ft e 

d*F + e V = 0. (2.29) 

Somente o caso k=l sera relevante para o restante desta segao, assim, para esse 
valor |^| 

d*F = -e V. (2.30) 

A fim de que seja possfvel com este formalismo modelar fenomenos do mundo 
"real", e natural a introdugao de uma diferenga geometrica para uma das coorde- 
nadas em relagao as demais, a qual seria associada com o tempo. Em uma metrica 
diagonal, a diferenciagao geometria correntemente usada e a da inversao de sinal da 
componente temporal frente as espaciais. No momento, a quest ao do sinal nao sera 
importante, exigiremos apenas uma condigao de ortogonalidade. Embora pratica- 
mente todos os resultados que seguem so precisem dessa condigao de ortogonalidade, 
vamos sempre supor que a componente g 00 da metrica tenha sinal diferente das de- 
mais. Vamos usaJll dt := dx° para denotar o elemento da base que e ortogonal a 
todos os demais. 

De forma geral, para qualquer metrica, vale a iqualdade 

dtAW = g 0i f d D x, (2.31) 

em que i = 1,2, ...,d, d :— D — 1, / := \J\g\ e g := det(g^ u ). Vamos impor a 
condigao de ortogonalidade 

dt A *dx* = 0, (2.32) 

ou, equivalentemente, g 0t = (como conseqiiencia, g 0i = 0, pois g^ v g v \ = 5%). 

A fim de separarmos a parte temporal de F de sua parte espacial, sejam E 
uma 1-forma e B uma 2-forma, ambas pertencentes ao espago de base {dx 1 }, isto e, 



6 Ambos os lados dessa equagao sao invariantes por tranformagao de assinatura, mas isso ocorre 
somente porque e se transforma seg undo (f2T28|) . 

7 Subentende-se que {dx^}, com /.t = 0, 1, D — 1, seja, para dado x £ M, base de T*M . 
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E = Ei dx l e B = \Bij dx l A dx\ e sejam essas tais que 

E A dt + B = F. (2.33) 

Lembremos que a 1-forma A pertence ao espago cotangente a variedade D- 
dimensional M. Diremos que E(x) pertence ao espago cotangente a M em x G M, 
que e uma variedade d-dimensional de metrica g, com = Assim sendo, 
B(x) E T*M x T*M. 

Como F e uma 2-forma exata, em particular ela e fechada (dF = 0). Em 
espagos topologicamente triviais (i.e., homeomorfos ao espago Euclideano ou ao de 
Minkowski), vale a recfproca. Portanto, em vez de definir E e B como fung5es de 
A, como sugere a Eq. (12.331) . essas formas podem ser igualmente definidas por 

dEAdt + dB = 0. (2.34) 

Obter as equag5es de movimento em termos das componentes de E e B e simples, 
basta avaliar diretamente a Eq. (I2.34p e o dual Hodge de (12.301) . As equagoes abaixo 
valem para qualquer metrica constante e qualquer dimensao: 

d {i E 5] + d B i3 = 0, (2.35) 

d {i B jk] = 0, (2.36) 

&B 3i - d°E l = e J u (2.37) 

diE? = eJ , (2.38) 

em que os indices contravariantes acima sao obtidos a partir do emprego da metrica, 
em particular E l depende da metrica. Os colchetes acima indicam anti-simetrizagao 
dos indices sem fator de normalizagao. As duas primeiras equagSes, advindas da 
identidade de Bianchi, sao topologicas, ao contrario do que ocorre com as demais. 

A fim de associar as ultimas equagoes com alguma fisica, e essencial determi- 
nar a relagao desse formalismo com as grandezas mensuraveis experimentalmente. 
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Queremos associar E e B aos campos eletrico e magnetico respectivamente. No 
espago-tempo quadridimensional, denotaremos por 

E = E { a e B = B i ti (2.39) 

os campos fisicos, isto e, os que sao "diretamente" medidos, sendo {e^} base do 
espago vetorial T X M. Ha arbitrariedades na associagao entre os pares (E, B) e (E, 
B). A nm de obtermos as equagSes de Maxwell com as conveng5es usuais, fixaremos 
a relagao desses pares como sendo: 

E l = g^E, e B* = hb ijk B jk , (2.40) 

em que uj l ^ k = e l ^ k \f\§~\- Em princfpio poderiamos usar, por exemplo, B % = 
i £ v k Bjk, assim o vetor B associado se comportaria tal qual o campo eletromagnetico 
usual, porem somente em certas metricas, como diag( — h ++); no caso da metrica 

diag(H ), B deixa de ser o que usualmente chamamos de campo magnetico, pas- 

sando a ser o negativo desse (conforme pode ser verificado nas quagoes de Maxwell 
correspondentes) . 

As equagoes para os vetores E e B saqj: 



com E := d E, 



Vxi + B = 0, (2.41) 

V • B = 0, (2.42) 
(-l) a V x B + g 00 E = -e J, (2.43) 

V ■ E = e J = e g 00 J°, (2.44) 



f 2 I * I 

-l) a = L. = M (2.45) 
9 9 



V-E-^diE 1 e (V x E) 1 := u ijk dj E k . (2.46) 



8 Estas equagoes requerem a condigao goi = 0; mas exceto por essa e por ser constante, a metrica 
e arbitraria. 
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Sendo g = diag( h ++), nota-se que u tjk = e ljk e (— l) a = 1. Utilizando 

a convengao p = J°, sendo p a densidade de carga, as equagoes de Maxwell em 
unidades Gaussianas com c = 1 sao obtidas se e = — An. Conseqiientemente, para 
g = diag(H ) temos e = 4ti. 

Em qualquer dimensao e imediato associar urn vetor espacial como campo eletrico 
advindo da 1-forma E, mas a associagao da 2-forma B com urn campo fisico de na- 
tureza escalar ou vetorial e menos direta e depende da dimensao do espago tratado. 
Seguindo a prescrigao de representar o campo magnetico atraves de certa operagao 
de dualidade Hodge no espago, vemos que em 3D o campo magnetico deve ser rep- 
resentado por um escalar. Isso tambem e natural sob um ponto de vista fisico. 
Suponhamos que em um laboratorio esteja-se interessado em fenomenos eletro- 
magneticos que ocorram em uma superffcie bidimensional. Passam por essa campos 
eletricos e magneticos do nosso espago tridimensional. A unica componente do 
campo magnetico que nos interessa e a perpedicular a superffcie estudada (B z ), 
pois as componentes paralelas so produzem forgas sobre as cargas da superficie na 
diregao perpendicular a essa (por hipotese, estamos estudando um sistema que nao 
evolui para fora da superficie original). Analogamente, a componente do campo 
eletrico perpendicular a superficie pode ser desprezada. Assim, o eletomagnetismo 
bidimensional no espago deve ser descrito por um vetor eletrico E e um escalar B z \ 
mais precisamente e um pseudo-escalar (mudangas de paridade em 3D so invertem 
uma componente dos vetores espaciais). 

Em termos das componentes de E e do escalar B z := ^u^Bij, sendo k uma 
constante que sera determinada em breve, as Eqs. (12.351 - 12.381) sao escritas como 



u ij diEj + k- 1 B z = 0, 



(2.47) 





diE 1 = eJ ( 



(2.49) 
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A Eq. (12.361) e identicamente nula no espago bidimensional. O termo (— l) a 
em 3D e sempre igual a unidade desde que t esteja associado ao tempo, em 4D 
esse termo troca de acordo com a mudanga de assinatura; nas proximas equag5es 
em 3D ele nao sera escrito. As tres equag5es acima podem tambem ser facilmente 
obtidas de 02.411 - [2~li|) se for considerado que E z , B y , B x , J z ,d z = 0, (— l) a = 1 e 
k — 1. Se no caso quadridimensional tivermos (—1)" = —1, a redugao dimensional 
nao e compativel com as tres equag5es acima para k = 1. A constante k se faz 
necessaria pois as teorias eletromagneticas em 3D e 4D sao independentes entre si, 
mas desejamos que as mesmas convengSes que usamos em 4D induzam conveng5es 
em 3D. Embora seja tentador crer que o campo magnetico fisicamente mensuravel 
seja sempre dado por uma especie de dualidade Hodge no espago da 2- forma B, ao 
adotar-se essa convengao entra-se em contradigao, de forma geral, com as conveng5es 
usuais do espago-tempo quadridimensional. A terceira componente, ou componente 
z, de B e, segundo a defmigao original, dada por 

B 3 = \uj^B 13 = ^ B 12 , (2.50) 

^ 93d 

enquanto no espago bidimensional temos 

B z = h ij B {j = k^ B 12 . (2.51) 

z 92d 

Portanto, a igualdade entre B z e B 3 so pode ser obtida se 

k=^^. (2.52) 

f2d 93d 

Se a metrica no espago tridimensional for diag( — h ++), a metrica induzida no 
espago bidimensional sera diag( — h +), portanto k = 1 neste caso. Por outro lado, 
comegando com diag(H ), a metrica induzida e diag(H ), logo k — — 1. 

Por motivos analogos, e necessario introduzir o mesmo fator k na defmigao de 
V x E, portanto 

V-E:=diE\ (V x B z y := u ij dj B z e V x E := k u ij d { E jt (2.53) 
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V x E + B z = 0, 



(2.54) 



k- 1 



V xB z + g' 



E = —e J, 



(2.55) 



V • E = e J = e g 00 J . 



(2.56) 



No Apendice |X] mostramos como, seguindo as ideias desta segao, introduzir 
formas diferenciais no espago M. Depois dessas diversas manipulagoes com ten- 
sores e formas diferenciais, na proxima segao trataremos das teorias de calibre nao- 
Abelianas de forma mais objetiva. 



O objetivo dessa segao e introduzir alguns conceitos basicos sobre teorias de cali- 
bre associadas a grupos unitarios nao-Abelianos. Conforme sera apresentado nos 
proximos capitulos, as teorias de calibre nao-comutativas do tipo U(l) possuem 
fortes semelhagas com as nao-Abelianas. Ha imimeras referencias sobre o assunto 
que o abordam de forma mais profunda ou detalhada, esta apresentagao baseia-se 
principalmente nas Refs. [U [221 EES]- Sucintas introdugoes historicas podem ser 
encontradas nas Refs. [22] 18J. 

Em 1928, Dirac propos sua conhecida Lagrangeana para descrever uma particula 
quantica-relativfstica de spin 1/2 e massa m: 



Essa Lagrangeana possui uma simetria global trivial, a saber: if) — > Sip, com S = 
exp(ze) e e G 1R, ou seja, S G U(l). O operador S pode pertencer a outros grupos 
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C D = if)(i^d^ - m)if>. 



(2.57) 
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unitarios U (N > 1) e ainda assim manter a invariancia global de Co- Como U(N) = 
U(l) x SU(N), no que segue trataremos apenas dos grupos SU(N) e U(l). 

A fim de implementar simetrias locais na Lagrangeana de materia Cm, isto e, 
simetrias com d^S ^ 0, uma conexao e necessaria para se definir uma derivada 
covariante D tal que Dip ^i' S Dip. Essa conexao naturalmente nao deve ser a 
conexao metrica, usualmente representada por T^ A , pois este problema independe 
da geometria do espago-tempo. Considere 

D = d-igA, (2.58) 

em que g e uma constante (adimensional em 4D) chamada de constante de acopla- 
mento de calibre e A e uma l-forma_| que atuara como conexao e se transforma 
segundo a regra 

A -> A' = SAS^ + -S dS\ (2.59) 
9 

com S G SU (N), ou seja, det S = 1 e S = S = 1. 

Assim, substituindo d por D no setor de materia da agao, este torna-se invariante 
por transformagoes locais SU(N). 



Um elemento qualquer S G SU (N) pode ser univocamente representado por uma 
exponencial S = exp(ie(x)), em que e e dito pertencer a algebra de SU(N) [i.e., 
e G su(N)]. No caso 17(1), e G R. Para S G SU(N), a fim de que SS f = 1 e 
det S = 1, e deve ser Hermiteano e de trago nulo. 

Para o caso de transformag5es infinitesimals, isto e, e suficientemente pequeno, 
temos 

A^A' w (l + ie)A(l -ie) + -de 

9 

w A + -tfe + i[e,A]. (2.60) 

9 Mais precisamente, veremos que A e uma 1-forma que pertence ao espago da algebra de SU(N). 
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Sendo {t a } base de su(N), os t a 's sao chamados de geradores do grupo SU(N). 
Dados S,T G SU(N), sabemos que o produto ST tambem pertence a SU(N) [ad- 
mit indo que SU(N) seja grupo, isso e imediato pela definigao de grupo; paralela- 
mente, pode-se verificar essa propriedade facilmente pela definigao dos elementos 
de SU(N) ja apresentada] . Conseqiientemente, como {t a } e base de su(N) existe 
jabc g denominado constante de estrutura do grupo, tal que 

[t a ,t b }=if abc t c . (2.61) 

(A regra da soma se aplica, embora todos os indices estejam no mesmo nivel.) 

Vamos assumir que os geradores e as constantes de estruturas sao normalizadas 
de tal forma que a relagao anterior seja preservada e 

tr(t a t b ) = n5 ab , (2.62) 

em que n G H. Como um trago sempre aparece nas agoes nao-Abelianas, a escolha 
de n influi na constante global da acao. A prescrigao usual e trocar a constante 
global Abeliana por ela propria divida por n. Para maior semelhanga com o caso 
Abeliano, e menor confusao com constantes, vamos seguir a convengao de [U [22] e 
adotar n — 1, ou, equivalentemente, vamos usar g 2 no lugar de ng 2 . 

Retomando agora a analise da transformagao de A (12.591) . vemos que A deve 
pertencer ao mesmo espago que o e introduzido ha pouco, ou seja, A 6 su(N); 
ademais, qualquer transformagao de calibre de A nunca o leva para fora de su(N), 
como pode ser diretamente verificado. Portanto, sempre podemos expandir a 1- 
forma A usando a base de su(N), ou seja, 

A = A^ = Al t a dx» = A a t a , (2.63) 

conseqiientemente 

A A A = A a A A b t a t b = ^A a A A b [t a , t b ] = % -A a A A b f abc t c . (2.64) 
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No caso 17(1), o termo da agao responsavel pela dinamica da parte de calibre e 
DA A *DA = dA A *oL4, termo que e trivialmente invariante por transformagoes de 
calibre (12.591) . pois F = dA e invariante. De forma geral, o termo responsavel pela 
dinamica do campo de calibre e 

S ym = -t^ y tr F A *F, (2.65) 

com 

F — dA — iA A A, ou seja, F^ = d^A u - d u A^ - i[A^ A v \. (2.66) 

Como, para dado A, a agao e urn numero, a presenga do trago e natural. Por 
outro lado, sua presenga e imprescindivel para garantir a invariancia da agao de 
Yang-Mills Sym, pois perante transformag5es de calibre F nao e invariante, a saber: 

F — > S F S\ (2.67) 

mas tr F e tr F A *F sao invariantes. 

Nas ultimas equagoes, uma redefmigao de A foi feita: A — > ^A =^> D = d — zA. 
Normalmente usaremos esta notagao. 

A agao localmente invariante por SU (N) encontrada e portanto 

S = S YM [A]+S M [M,A], (2.68) 

em que A ocorre em Sym somente interiormente a F e na agao de materia Sm 
somente interiormente a derivada covariante D. 

Em teorias 17(1), F satisfaz a identidade dF = 0. Em SU(N) essa identidade e 
substituida pela seguinte (tambem topologica): 

D'F = 0, (2.69) 

com D' = d — i[A, } e [A, B] = A A B — B A A. As equagoes de movimento sao 

D'*F — — J, ou seja, D' fl F l * va = - J ua , (2.70) 
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sendo 



jva ;= _.8Cm (2J1) 



E interessante notar que, sendo Cm invariante de calibre, a corrente J va so e in- 
variante no caso U(l). Para SU(N), J e covariante. A corrente J satisfaz a lei de 
conservagao 

D'J = 0, ou seja, D'J va = 0. (2.72) 

Dentre varias outras observargoes a serem feitas e importante notar que teorias 
de Yang-Mills, mesmo na ausencia de materia, sao teorias interagentes. A revisao 
de teorias nao-Abelianas aqui exposta tera alguma utilidade direta nas proximase 
segoes e sera especialmente util para o entendimento das teorias nao-comutativas. 



2.4 Massa topologica e o termo de Chern-Simons 

A primeira referenda na fisica ao termo de Chern-Simons (CS), embora sem utilizar 
essa nomenclatura, ocorreu no final da decada de 70 e se deve a Siegel [23] • Desde o 
inicio da decada de 80, especialmente devido aos trabalhos de Deser, Jackiw, Tem- 
pleton e Schonfeld [211 E51 EE] , as teorias que fazem uso desse termo tern despertado 
atengao de areas diversas como QED 3 , teorias de cordas, gravitagao e materia con- 
densada O [23 I2H ESI EI] ■ O termo de CS tern uma ligagao direta com a classe 
caracteristica secundaria de Chern-Simons (23, [15], que ja era conhecida no meio 
matematico. 

Conforme introduzido em [2"4"l EH1 EE], espago-tempos de dimensao fmpar per- 
mitem o aparecimento de uma estrutura topologica invariante de calibre capaz de 
conferir massa ao boson correspondente. Um foton com massa topologica no espago- 
tempo tridimensional e descrito pelo modelo chamado de Maxwell-Chern-Simons 
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(MCS), esse possui uma serie de diferengas em relagao ao eletromagnetismo sem 
massa e ao modelo de Proca: os spins das particulas associadas a esses modelos 
sao, respectivamente, dois singletos de spin 1, spin e urn dubleto de spin 1; todos 
os tres sao invariantes por conjugagao de carga (C), os dois ultimos sao invariantes 
tambem por transformagoes de paridade (P) e de inversao temporal (T), enquanto 
o modelo MCS viola tanto P quanto T, sendo invariante por PT; o tensor energia- 
momento de MCS e diferente do de Proca e igual ao do eletromagnetismo puro em 
tres dimensoes; dentre outras particularidades que serao apresentadas nesta segao. 

Sendo A 6 u(l) uma 1-forma em um espago-tempo tridimensional, defmimos o 
chamado termo de Chern-Simons (CS) pela seguinte agao: 

rn r 

ScsA = ^J AAdA, (2.73) 

em que g ea constante de acoplamento de calibre erne uma constante com dimensao 
de massa. 

Sendo A elemento da algebra su(N), escreve-se 

m [ ( . , . 2i 

Dependendo das convengoes usadas, as constantes que aparecem acima podem 
ser diferentes. Independentemente das conveng5es, e essencial que 

*-inr « F - ( 2 - 75 ) 
SA 

Verifica-se diretamente que a Lagrangeana do termo de CS nao e de forma geral 
invariante por transformag5es de calibre. A menos de termos de superficie, para 
transformagSes infinitesimals de calibre, as agoes Ssca e SscnA sao invariantes. Para 
transformagoes de calibre finitas, ha uma distingao clara entre o caso Abeliano e o 
nao-Abeliano. A agao do primeiro mantem-se como invariante a menos de termos de 
superficie, a agao do segundo, porem, a menos de termos de superficie, transforma-se 
por uma constante global [26] 

8m 7T 2 uj 

^>CSnA > 5 JCSnA, l Z -' D J 

g 2 



ui r / 2,i \ 

ScSnA = J tr [ A A dA ~ J A A A A A ) ■ ( 2 - 74 ) 
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em que u E IN. Impondo que a fungao partigao de ScsnA nao se altera por trans- 
formagoes de calibre, a constante ~ tern de ser um multiple- inteiro de 2ir, ou 
seja, 

4tt— = n, com n = 0,±1,±2... (2.77) 

Esta relagao de quantizagao, naturalmente associada a uma quantizagao de m, 
estabelece uma distingao dramatica entre as agoes Scsa e ScsnA, pois, para dado 
g 2 , m na primeira pode ser qualquer. Essa propriedade e chamada de quantizagao 
de mvel [261ET]. 

As Lagrangeanas Lqsa e LcsnA se conservam por C, mas trocam de sinal global 
por P ou T, sendo invariantes por PT e CPT [26J. 

O termo de CS e chamado de topologico devido a independer da metrica, essa 
nao aparece nem entre as contragoes dos indices e nem como fator do elemento de 
volume, como o caso Abeliano ilustra abaixdz 



10 



Scsa =^J A » d » A * dx ^ A dx " A dxX 



m 



J A^d u A x e^ x d 3 x. (2.78) 



2g 2 

Portanto o tensor energia-momento do termo de CS e nulo. A adigao desse termo a 
qualquer modelo nao altera o tensor energia-momento do modelo original. 



O termo de CS, seja Abeliano ou nao-Abeliano, possui zero grau de liberdade. 
Isso pode ser minuciosamente verificado atraves do metodo de Dirad_j|28j ou pelo 
simpletico [2H1 EO]- Para o caso Abeliano, essa propriedade pode ser antevista dada 
sua trivial equagao de movimento: F = dA = 0. 

Para conferir dinamica ao termo de CS e natural adiciona-lo ao termo de Maxwell, 



10 Deve-se lembrar que e^ vX nao depende da metrica, ao contrario de e MiyA = (det g^) 1 e^ x . 
11 Ao fazer a contagem de graus de liberdade, deve-se estar atento a interdependencia linear de 



seus vmculos. 
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assim formando a teoria Maxwell-Chern-Simons (MCS), que com fonte e dada por 

Smcs[A] = / (*F A F ± mA A F) + J A A *J, (2.79) 

com F = dA e <i*J = 0. Assumiremos que a metrica e (g^ u ) = diag(+ — — ) e 
m > 0. O sinal do termo de CS pode ser positivo ou negativo, um se transforma no 
outro por mudanga de paridade. A equagao de movimento e dada por 

d*F =f mF = -g 2 \J. (2.80) 

A equagao acima e consistente com a conservagao da corrente d*J = 0. Assim 
como no eletromagnetismo usual, e contrariamente ao modelo de Proca, o potencial 
A so ocorre nas equagoes de movimento internamente a F. Nota-se que m nao so 
tern dimensao de massa como realmente esta associada a um polo no propagador 
[26J . A ultima equagao pode ser escrita como 

(d*d* + m 2 )F = -g 2 dJ t g 2 m*J. (2.81) 

Essa equagao e obtida ao se aplicar o "divergente" d* em ( 12.801) e substituir md*F 
pela sua propria expressao dada por (I2.80p . Nao foi antes comentado, mas d*d*F e 
proporcional ao d'Alambertiano de F^ u . 

Dividindo a 2-forma F em duas formas no espago E e B, como feito em fl2.33p . 
as equagoes advindas da identidade de Bianchi permanecem as mesmas (12.351 l2~36l) . 
enquanto a Eq. (12.801) se torna 

dPBn - d E i =f m E j e j{ = g 2 J h (2.82) 
&Ei ± m Bij e ij = g 2 J . (2.83) 



Vamos introduzir a seguinte notagao escalar-vetoria^ 



iaj^ 



12 O sinal que aparece na frente de B z e V x E e condizente com as observagoes da Secao [2T2l em 
relagao a metrica adotada, ou seja, k = — 1. 
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sao 



B z := -\ B i^ j = Su, (2.84) 

V x E := -e ij diEj, (2.85) 

(V x B Z Y := e^djB z , (2.86) 

(EY := e ij Ej. (2.87) 

Conseqiientemente, nesta notagao, as equagoes de movimento do modelo de MCS 

Vxl + 4-0, (2.88) 

V x B z - E ±m E = g 2 J, (2.89) 

V ■ E±mB z = g 2 J . (2.90) 

A violagao de paridade e clara nas equagoes acima, pois B z e E sao pseudo- 
escalar e pseudo-vetor. Na proxima segao veremos que, por meio da dualidade do 
modelo de MCS com o autodual, a uniao dos dois modos propagantes do modelo de 
MCS e descrita pelo modelo de Proca em 3D. A versao nao-Abeliana do termo de 
CS sera retomada no Cap. El ao tratamos do termo de CS nao-comutativo. 



2.5 Dualidades eletromagneticas 

Dualidade e por si so um tema muito vasto com diversas aplicag5es em fisica. Ha 
varios tipos de dualidades empregadas na fisica e muitas vezes o conceito e utilizado 
de forma vaga, algumas introdugSes sobre o assunto podem ser vistas na Refs. [9ll3"T]. 
De forma geral, dualidade se refere a descrig5es distintas de um mesmo fenomeno ou 
sistema fisico. Ha diversas expectativas quanto ao papel das dualidades na fisica, in- 
cluindo o entendimento de confmamento, unificagao das teorias de cordas, verificagao 
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de monopolos magneticos etc. Em teorias de cordas costuma-se distingiiir tres tipos 
de dualidades: S, T e U. Essencialmente, dualidades do tipo S ("strong/weak 
dualities") sao as que relacionam modelos por meio da inversao da constante de 
acoplamento, dualidades do tipo T ("target-space dualities") relacionam modelos 
por meio da inversao do raio de compactificagao e dualidades do tipo U sao uma 
mistura dos dois casos anteriores. As dualidades eletromagneticas sao manifestagSes 
de dualidades do tipo S, sao autodualidades das cordas do tipo II B e podem ser de- 
scritas no contexto de teorias de campos. As dualidades eletromagneticas, contudo, 
foram percebidas originalmente bem antes do surgimento das teorias de cordas, ja 
no seculo XIX por Heaviside [8], e alem de sua relevancia intrinseca (que sera comen- 
tada em breve) sao uteis tambem como laboratorios para esclarecer o funcionamento 
de outras dualidades. 

Dualidade eletromagnetica e tambem um tema amplo e, embora antigo, continua 
a se desenvolver nos dias de hoje. Dentre os avangos das ultimas decadas encontram- 
se a conjectura de Montonen-Olive (J\f = 4) [32j, dualidades com massa topologica 
[H], dualidade de Seiberg-Witten (J\f = 2) [33J, dualidade de Seiberg (Af = 1) 
[34J, dualidades Abelianas nao-lineares (DBI inclusive) [35], dualidades em espago- 
tempos nao-comutativos |125[ 172"] e mais recentemente a conexao com o programa 
de Langlands descoberta por Kapustin e Witten [37J. Revis5es "pedagogicas"sobre 
os tres primeiros tipos de dualidade se encontram nas Refs. [HI [31] . Somente alguns 
aspectos basicos das dualidades eletromagneticas serao necessarias para os objetivos 
desta tese, nesta apresentagao nao iremos tratar de nenhum caso supersimetrico e 
nem da conexao com Langlands. 

Essa complexa estrutura atual de dualidades eletromagneticas teve imcio com 
uma simples observagao das equagoes de Maxwell em 4D e sem fontea 13 !. 

V x E + B = 0, (2.91) 
13 Veja as Eqs. (|2. 41112. 44p com g = diag(H ). 
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V- B = 0, 
VxB - E = 0, 
V -E = 0. 



(2.92) 
(2.93) 
(2.94) 



E imediato notar que essas equag5es sao invariantes pelas transformagSes E — > 
B e B — > — E [equivalentemente escreve-se (E,B) — *> (B,—E)}. Caso esteja-se 
analisando uma onda eletromagnetica no vacuo, essa transformagao e equivalente 
a uma rotagao de tt/2. Essa correspondencia possui tambem uma forma contmua, 
dada por 

(E'\_fcosa sena\(E\ 

{b'J ~ v -sen« cos«J \B J ' 1 ' 

em que o caso discreto anterior corresponde a a = tt/2. Pode-se ainda escrever 
vetores complexos que se mantem invariantes por essas transformagSes, a menos 
de uma fase, e expressar as quatro equagoes de Maxwell atraves de duas apenas. 
Ademais, esse quadro ainda pode ser estendido para o caso de meios dieletricos e de 
teorias eletromagneticas nao-lineares, como a de Dirac-Born-Infeld. Nesse quadro 
geral, as equagoes de movimento sao 



V • (D + iB) 



0. 



d 



Vx(E + iH) = i—(D + tB), 



(2.96) 
(2.97) 



em que D l = G i0 , H l 
invariantes por 



e ijk G jk e = -2 



dC 

OFav 



^o] . E essas equagoes sao 



(D + iB) 
(E + iH) 



e ia (D + iB), 
e ia (E + iH), 



(2.98) 
(2.99) 



com a constante. Os detalhes dessas passagens podem ser vistos nas Refs. 
36] . Embora consideravelmente gerais e elegantes, essas correspondencias nao sao 
imediatamente preservadas ao inserirmos fontes, nao so por "questoes formais", 
mas tambem e evidente sob um ponto de vista fi'sico. Em particular, frente a essas 
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correspondencias ondas eletromagneticas sao rodadas por uma angulo a. No vacuo 
sem fontes, qualquer rot agao da onda eletromagnetica e indiferente, mas havendo urn 
polarizador essa simetria e quebrada, a menos que ela passe a envolver o polarizador 
tambem. Outra forma de analisar essa questao, talvez mais obvia, e considerar um 
sistema composto de carga eletrica junto de seu campo eletrico; assim, a fim de que 
a transformagao (E,B) — > (B,—E) produza um sistema fisico coerente, monopolos 
eletricos devem tornar-se monopolos magneticos. Essa propriedade, em parte, levou 
a propostas de varios tipos de monopolos magneticos. 

Iremos analisar agora como essa simetria se apresenta na agao. Em termos da 
2-forma eletromagnetica, a simetria (E, B) — > (B, —E) e simplesmente descrita por 
F — > *F. Trocar F por *F apenas altera o sinal global da agao do eletromagnetismo, 
pois **F = —F no espago-tempo tratado. Existe uma forma mais precisa e geral de 
analisar essa invariancia fisica. Seja 



a agao do eletromagnetismo em 4D com F := dA, g = diag(H ) e g 2 a constante 

de acoplamento. Considere a seguinte agao 



Acima, F e uma 2-forma qualquer e A D e uma 1-forma qualquer, cujas dinamicas 
sao determinadas pelo principio de minima agao (assume-se que a integral atua em 
ambas as parcelas acima). A variagao dessa agao com respeito a. An produz 



Como a topologia do espago-tempo tratado e trivial, existe uma 1-forma A tal que 
F = dA. Substituindo esse resultado em Sm vein 




(2.100) 




(2.101) 



dF = 0. 



(2.102) 




(2.103) 
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Considerando agora a variagao de Sm com respeito a F, temos 



dA D = - — 

g 2 




(2.104) 



Essa relagao nos permite eliminar F de Sm[Ad, F], conseqiientemente 




(2.105) 



Ou seja, 



S <-> S. 



(2.106) 



O simbolo <-> foi introduzido para indicar equivalencia entre funcionais quando suas 
variagSes sao tomadas como nulas. A equivalencia obtida atraves da tecnica acima 
e mais forte do que essa correspondencia, mas nao entraremos em detalhes no mo- 
mento. O mapa que fornece a correspondencia entre os campos de S e S e dado 
pela combinagao das Eqs.f l2.102H2.104p . 



Nota-se que ao aplicar d na equagao acima obtem-se a equagao de movimento de S, 
enquanto a aplicagao de d* leva a equagao de movimento de S. 

Esse mapa, a menos do fator —jp, descreve exatamente a substituigao de F 
por *F anteriomente mencionada. Embora classicamente esse fator nao tenha im- 
portancia, essa mesma dedugao pode ser feita em fungoes partigao (as variagoes 
acima correspondem a integrals Gaussianas) e ve-se que a constante de acoplamento 
e realmente invertida. Enfim, partindo da invariancia (E, B) —> (B, —E) obtivemos 
um primeiro indi'cio de existencia de certa autodualidade que relaciona regioes de 
acoplamento forte com acoplamento fraco. 

Com um pouco de experiencia, percebe-se que essa tecnica tambem pode ser 
usada para o caso com fontes. Considere a seguinte agao: 



dA D = — -*dA. 



(2.107) 
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A variagao com respeito a Ad implica que dF = e portanto existe uma 1-forma 
A tal que 

F = dA. (2.109) 
Substituindo esse resultado em Sm a , vem 

S Ma <-> S/[A] = | ^dA A*dA + AA V, (2.110) 

em que usamos *J := dA, o que e consistente com d*J = 0. A variagao de Sm a com 
respeito a F fornece a teoria dual ao eletromagnetismo com fonte J. A equagao de 
movimento provinda dessa variagao le-se 

—*F + A + dA D = 0. (2.111) 

9 2 

Seja Fqa : = dA D + A, a agao dual e portanto 

S A / A <-> S A [A D ] = ^-Jf da A *F da . (2.112) 

A teoria acima esta acoplada a uma fonte, porem nao atraves de um acoplamento 
mmimo. A identidade de Bianchi e a equagao de movimento de Sj sao 

dF = d*F = -g 2 *J, (2.113) 

enquanto que no quadro dual a identidade de Bianchi e a equagao de movimento 
sao respectivamente 

dF DA = *J d*F DA = 0. (2.114) 

Um detalhe importante quanto a esse tipo de dualidade com fontes e a presenga 
de uma simetria envolvendo A, chamado de Chern-kernel [38]. Enquanto Sj e 
invariante por A — > A + d\, para qualquer 1-forma A, 5a e invariante pela 

combinagao A — > A + dA e — > — A. Pode-se optar pela fixagao dessa simetria 
usada na Ref. [39J, ou seja, cfA = 0. Essa escolha leva a equagao de movimento 
d*dA D = 0, que lembra a expressao usual do eletromagnetismo, exceto pela fonte 
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nao se encontrar na equagao de movimento, mas sim na identidade dF^A = *J acima 
apresentada. 

Quanto ao significado da dualidade formal acima, alguns comentarios precisam 
ser feitos. Em primeiro lugar nota-se que o mapa F *F nao se manteve inalter- 
ado, foi generalizado para F — > *A+*F fl2.11ip (ignorando as constantes globais), ou 
seja, depende explicitamente do Chern-kernel. Em certo sentido, pode-se dizer que 
a teoria dual S content monopolos magneticos, isso ocorre se identificarmos o campo 
magnetico no quadro dual como B l = ^e^ k F D \. k , assim devido a dF D ^ = *J temos 
V ■ B = J°. Por outro lado, pode-se corretamente argumentar que a questao de 
monopolos magneticos fisicos nao esta sendo abordada, apenas se esta lidando com 
monopolos eletricos de uma forma nao convencional. Foi obtida uma equivalencia 
formal entre Lagrangianas, monopolos magneticos simplesmente nao foram intro- 
duzidos; todavia, no quadro dual, esses mesmos monopolos eletricos sao descritos 
tal como se fossem monopolos magneticos (dF ^ 0). Uma forma de introduzir 
monopolos magneticos fisicos e, na agao S\, inserir uma nova corrente que se acople 
minimamente com Ad, tal como feito na Ref. [10] . 



A tecnica acima utilizada, chamada de Lagrangiana (ou agao) mestra, foi intro- 
duzida em [H] para verificar a dualidade entre os modelos MCS e autodual. O mod- 
elo autodual foi proposto na Ref. [12] como uma especie de "raiz quadrada" (segundo 



os proprios autores) do mode 



o de Proca em 3D. Seguindo a Ref. [12], sendo a agao 



do modelo de Proca dada pov^ 

'Sproca [v4] 

sua equagao de movimento e 



-- I F A \r - m 2 A/\ \A. 



(2.115) 



d*dA - m 2 *A = 



(2.116) 



14 Como nenhuma constante de acoplamento com dimensao foi inserida, nesta parte A tern di- 
mensao de massaa . 
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Considere a seguinte equagao: 



A = ±— *dA. 



(2.117) 



77? 



Aplicando a ultima equagao sobre ela mesma, a Eq. (12.1161) e obtida (lembrar que 
** = 1 em 3D). Substituindo A por /, a agao que tern (12.1171) como equagao de 
movimento e 



A agao acima descreve o chamado modelo autodual. Esse modelo propaga 1 grau 
de liberdade para cada sinal do termo de CS / Adf, enquanto o modelo de Proca em 
3D possui 2 graus de liberdade. Embora a motivagao original desse modelo tenha 
sido puramente formal, posteriormente, por meio de um mecanismo de bosonizagao 
para m suficientemente grande, foi demonstrada sua correspondencia com o modelo 
de Thirring jl3]. Nessa referenda os autores utilizam a dualidade entre as teorias 
MCS e autodual (obtendo a correspondencia do modelo de Thirring com o MCS) que 
iremos agora apresentar e foi introduzida em [Jl|. Por brevidade, demonstraremos 
a dualidade apenas usando a tecnica da agao mestra; mais detalhes sobre essa corre- 
spodencia podem ser encontrados nas Refs. JHJH1]. No CapJ5]a dualidade entre as 
extensoes nao-comutativas dos modelos MCS e autodual sera demonstrada atraves 
de outra tecnica, a projegao dual. 

Considere a seguinte transformagao de Legendre na agao de MCS (12.791) : 



Trata-se essencialmente da mesma agao mestra que aparece na Eq. (12.1011) com F 
substitufdo por / e com a adigao do termo de CS. A variagao com respeito a / leva 
Sm de volta a (12.791) . A equagao de movimento advinda da variagao com respeito a 






(2.119) 



/e 



dA + g 2 *f = 0. 



(2.120) 
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Eliminando / de Sm retorna-se a agao original de MCS. Por outro lado, a variagao 
de A tem como equagao de movimento 



a qual, ao ser empregada para elimiar A de Sm, l eva justamente a agao do modelo 
autodual, a saber 



Substituindo m por — m obtem-se a dualidade do outro modo propagante. Verifica- 
se que tanto o modelo MCS quanto o autodual violam P e T, mas preservam PT, 



A dualidade entre os modelos MCS e autodual e uma das mais conhecidas, ela 
tem servido de paradigma para o estudo de varias outras dualidades. Para uma 
detalhada introdugao a tecnica da Lagrangiana mestra veja [31 J . Embora haja cor- 
respondencia ffsica entre os modelos MCS e autodual, suas estruturas formais sao 
consideravelmente distintas, em particular MCS e uma teoria de calibre de segunda 
ordem nas velocidades, enquanto o modelo autodual e de primeira ordem nas ve- 
locidades e nao possui simetria de calibe. Ademais, o mapa dado pela Eq. (12.1201) 
nao descreve uma fixagao de calibre (veja a Subsecao l3.1.5p . mas sim um colapso de 
todas as orbitas de calibre de MCS, cada uma para um unico ponto da superficie 
de vinculo do modelo autodual. Devido as suas diferengas formais, ocasionalmente 
pode ser preferivel usar um modelo em relagao ao outro. Na Ref. [13] da-se pre- 
ferencia a formulagao de MCS para a avaliagao de certo loop fermionico advindo do 
modelo de Thirring, enquanto a Ref. [15] utiliza a formulagao autodual para efetuar 
calculos na rede referentes ao efeito Hall. 



df - -jdA = 



9 





(2.122) 



C e CPT. 
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Outra diferenga importante quanto aos modelos MCS e autodual se deve as suas 
extensoes nao-Abelianas e/ou nao-comutativas. Na Ref. [JT] a questao da dualidade 
nao-Abeliana e considerada, mas a abordagem utilizada se demonstrou inconclusiva. 
Nas Refs. [16] os autores mostram que as extens5es nao-Abelianas desses modelos 
nao sao duais entre si. As extensoes nao-comutativas serao tratadas na Segao 15.11 
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Capitulo 3 

Formalismos Simpleticos 

Na primeira parte deste capitulo apresentaremos uma revisao do formalismo simpletico 
[29| 1301 H7], trata-se de urn formalismo alternativo ao de Dirac de dedugao da 
dinamica Hamiltoniana de sistemas vinculados [28J (redugao Hamiltoniana) . Na 
segao seguinte sera apresentado o chamado formalismo simpletico de calibre, orig- 
inalmente introduzido, como uma aplicagao particular, na Ref. [H]. Esse outro 
formalismo lida com a questao da "imersao em calibre" seguindo os princfpios do 
metodo simpletico, em vez dos de Dirac. A segunda segao apresenta esse formalismo 
e aplicagoes em acordo especialmente com a Ref. [TO] . 

3.1 Formalismo simpletico e parenteses general- 
izados 

3.1.1 Nogoes de geometria simpletica 

Embora seja possfvel avaliar toda a fisica classica de um sistema utilizando Hamilto- 
nianas e parenteses de Dirac (ou generalizados) sem mencionar estruturas simpleticas 
ou simplectomorfismos, nog5es de geometria simpletica possibilitam uma nova e mais 
geral forma de analisar problemas Hamiltonianos. Esta segao segue em especial os 
princfpios utilizados na Ref. [H] (Cap. 9), outras referencias uteis incluem fJOl ED] - 
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Considere uma variedade N de dimensao par munida de certa 2-forma / nao- 
degenerada, ou seja, 

VC 7^ 0,3/7 | /(Cry) 7^ (C,veT x N). (3.1) 

Equivalentemente, a matriz (f a p) que a representa possui determinante nao-nulo 
(f = lfapd!i a Ad^). 

Uma diferenga crucial entre / e uma possivel metrica g no mesmo espago e o fato 
do ultimo ser simetrico, enquanto o primeiro e anti-simetrico. Por outro lado, g e / 
sao tranformagoes bilineares e ambos tern igual direito a definir regras de levantar 
ou abaixar indices, assim como suas proprias regras de ortogonalidade. Para evitar 
confusao, a regra de ser a metrica a unica responsavel por essa alteragao nos indices 
sera mantidau. Ha dois motivos por estarmos considerando uma variedade de di- 
mensao par: i) desejamos associar iV ao espago de fase, cuja dimensao e o dobro 
da do espago de configuragao; ii) embora possa-se definir metricas em variedades 
de dimensao arbitraria, 2-formas nao-degeneradas so ocorrem em variedades de di- 
mensao par. A demonstragao e imediata, pois, para qualquer matriz anti-simetrica 

/, 

det(/^) = det[(/ a/3 ) T ] = det(/^) = (-l) dim7V det(/ cl/3 ), (3.2) 

Logo det / = se a dimensao de A" for fmpar. 

Sendo a 2-forma nao-degenerada / constante para todos os pontos da variedade 
N, por meio de transformagoes de coordenadas, a matriz (f a p) pode sempre ser 
escrita na chamada forma canonica, 

I £ \ ( ^nxn Inxn \ /o \ 

(/a/3 J = [ T n , (3.3J 



Inxn Onx.) 



com dim A = In. 



1 f a P sera identificado como elementos da inversa de (faff), mas a contragao £ a f a f3 nao sera 
expressa por £p. 
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Consideremos que N e uma "fatia" 2n-dimensional da variedade 2n+l-dimensional 
N e com t constante, em que tea variavel adicional necessaria para descrever N e . 
Seja f e uma 2-forma de posto maximo em N e , ou seja, de posto 2n. Conseqiiente- 
mente, a matriz de f e , em cada ponto £ G N e , possui um unico autovetor i/(£) de 
autovalor nulo linearmente independente (autovetor esse chamado de modo-zero). 
Ou seja, f e determina uma diregao privilegiada em N e em cada um de seus pontos, 
dada pelo campo vetorial Essa diregao privilegiada iremos associar a evolugao 
temporal do sistema no espago de fase. Para determinar como essa evolugao se dara, 
precisa-se definir certa notavel 1-forma em N e , 

L = Pi dq i - H{q,p)dt, (3.4) 

em que i = 1, 2, n, {q,p, t} sao coordenadas locais de N e e H(q,p) e dada fungao 
(0-forma) definida em N e (constante para todo t). A diferenciagao externa de L leva 
a seguinte 2-forma: 

dH dH 
dL = dpi A dq l - ^--dq % A dt - ^—dpi A dt. (3.5) 
oq % dpi 

Em particular, podemos identificar a 2-forma acima com f e (dL tern posto 2n, 
como sera visto). Usando o ordenamento {q 1 }, {Pi},t para as coordenadas de N e e 
dL = f e = y ea ^ a Ad^ J vem 



(fe. 



( -I "If \ 

I -M 

dH dH 

V dq i dpi ^ / 



(3.6) 



em que / e a identidade n x n, o indice i simboliza vetores linha, enquanto j vetores 
coluna. Comparando a matriz acima com a Eq. ( 13.31) e imediato ver que dL e uma 
extensao natural de / para N e . A matriz f e acima possui o seguinte modo-zero^: 



^) = (S -If !)■ ( 3 - 7 ) 



2 Esse modo-zero poderia ser tambem representado na forma coluna, mas futuramente tratare- 
mos de modos-zero que sao operadores, o que torna mais conveniente sua atuagao pela esquerda 
da matriz f e , ao inves da direita. 
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Qualquer outro vetor nao-nulo cuja atuagao em f e produza urn resultado nulo e 
necessariamente proporcional a v. 

Se a evolugao temporal no espago de fase de dado sistema e dada localmente em 



Ha varias observagoes a serem feitas. As equag5es acima devem ser vistas como 
as equagoes de movimento de urn sistema fisico, em que a fungao Hamiltoniana H 
e escolhida de forma a reproduzir as simetrias e equagSes de movimento do sistema 
fisico estudado, determinando conseqiientemente a Lagrangiana, isto e, 1-forma L 
(veremos em breve o caso inverso e mais comum: a determinagao de H a partir 
de L). Resultados equivalentes apareceriam se tivessemos usado algum principio 
variacional, mas para o objetivo desta segao essa outra dedugao das equagSes de 
movimento nos parece mais esclarecedora. Nas equagoes acima consideramos que 
q e p podem ser vistos como fungoes de t. Evolug5es arbitrarias de um sistema 
em N e nao possibilitam de forma geral escrever q e p como fung5es de t, mas a 
evolugao dada por v segue sempre a diregao de t crescente e sempre com a mesma 
velocidade (13.71) . o que permite a associagao de t com o tempo. Escolhemos uma 
forma muito particular para a 2- forma f e , falta saber ate que ponto essa escolha nao 
e excessivamente restritiva, isto e, se nao ha sistemas fisicos que sao descritos por 
outras 2-formas f e ; como veremos agora, essa escolha inicial realmente foi restritiva 
demais. 

Sendo f e uma 2-forma exata de posto maximo em N e (2n), considere uma curva 
(unidimensional) fechada 71 em N e . A evolugao temporal de 71 gera, a menos de 
alguns casos singulares, um tubo bidimensional de superffcie a no espago de fase 
estendido N e (como sempre, estamos supondo que essa evolugao temporal seja dada 
pelo modo-zero v de f e ). Seja 72 uma outra curva fechada que envolva o tubo gerado 



cada ponto de N pelo campo vetorial v e TN, temos £ = ou seja, obtem-se as 
seguintes equagoes de familiar aspecto: 




Pi = 



dH 

dq i 
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Para ambos os casos, sendo f e exata, existe uma 1-forma L, nao necessariamente 
dada pela Eq. fl3.4p . tal que f e = dL, e portanto 

/ L- I L= <f L= f f e = 0. (3.9) 

A ultima igualdade se deve a f e ser nulo para quaisquer vetores da superffcie tridi- 
mensional a, isto e, f e ((,v) = ^CiV e Ta, pois v G Ta. Para ser mais especifico, 
V?7 e Ta temos /(y, 77) = ( 13. lfl ; e devido a ex ser bidimensional (assim como T x a), 
temos f e ((,v) = ^£,77 £ ^ <T - Da Eq. (13. 9p . para curvas 71 e 72 tais que dt = 
(Fig. 2), segue imediatamente a conservagao da integral da "parte cinetica"da 1- 
forma L, 

i a a (o = / «a(o ^r, (3.10) 

em que a = 1, 2, 2n e usamos a seguinte expressao geral para L (desconsiderando 
apenas qualquer dependencia explfcita em t): 

L(Z) = a a (£) dC ~ H(£) dt. (3.11) 

Seja o\ G N e a superffcie cujo contorno e 71 em t = t\. Em £ = t 2 , a superffcie 
que 72 envolve e denotada por cr 2 . Como 

/ a a (0dC= [ da a (0AdC, (3.12) 

•'71,2 Jo\fl 
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usando a Eq. fl 3 . X 1) vein 

/ da Q (£)Ad£ a = I da a (£)AdC- (3.13) 

J CTl J (72 

A ultima equagao tern como caso particular (caso canonico) 

/ dpi A dq i = / dp< A dg*, (3.14) 

com i = 1, 2, n. Dado que o produto externo de n dos elementos de area acima e 
proporcional ao elemento de volume 2n-dimensional 

dp h A ... A dp in A dq h A ... A dq in , (3.15) 

das Eqs. (13.131 13.14D deduz-se o teorema de Liouville, ou seja, a evolugao de estados 
no espago de fase e tal que o volume e sempre preservado. Em (13.131) . n produtos 
externos do termo da a A d£ a = d^a a d^ A d^ a atuam como elemento de volume, 
desde que essa 2-forma seja nao-degenerada (mais detalhes serao apresentados em 
breve) . 

Nota-se que a condigao de f e ser forma exata foi importante dedugao do 

teorema de Liouville, contudo essa condigao pode ser um pouco abrandada sem inval- 
idar o teorema de Liouville, pois para o obter e necessario apenas que f e seja fechada 
|14j . Essa maior generalidade nao sera de importancia para nossos objetivos; como 
veremos, mesmo para sistemas vinculados, por fim a variedade estudada e topologi- 
camente trivial. Enfim, continuaremos a considerar que f e e 2-forma exata, sem 
perda de generalidade para nossos propositos. Como veremos agora, a generalizagao 
de L dada pela Eq. (13. lip sera especialmente util, o caso dado por (13.41) nao e 
suficientemente geral para abarcar grande parte dos problemas de interesse fisico. 

A fim de que a enesima potencia de da a A d^ a seja proporcional ao elemento de 
volume do espago de fase 2n-dimensional, o qual desejamos associar a N, a 2-forma 
<ia(£) nao pode ser degenerada. Como essa 2-forma e defina em Nee igual a f e em 
dado t, pois 

f e = dL = da a Ad£ a - dH Adt, (3.16) 
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identificamos 

f= da =l(w- a M drAde - (3 ' 17) 

Assim, / G N e 2-forma nao-degenerada e exata, enquanto f e e 2-forma exata de 
posto maximo na variedade In + 1- dimensional N e . 

Sendo / nao-degenerado, f e possui apenas urn modo-zero e a dinamica no espago 
de fase encontra-se univocamente determinada. A Lagrangiana do eletromagnetismo 
e urn bom exemplo de que nem sempre o termo cinetico de L tern a forma pi A dq l 
[mesmo quando expressa em primeira ordem nas velocidades (13.671) ]. Disso conclui- 
se que a generalizagao de L, como dada por (13.111) . e necessaria. Formulamos agora 
as seguintes defmigoes: 

Definigao [311. Uma estrutura simpletica em uma variedade N e uma 2-forma 
: TgiV x T^N — > JR fechada e nao-degenerada, ou seja, df = e 

vc ^ o, 377 | f((, v ) ((, v e t x n). (3.18) 

Uma estrutura simpletica pode tambem ser chamada de 2-forma simpletica ou sim- 
plesmente forma simpletica. Sendo / forma simpletica e exata, a 1-forma : T^N — > 
1R que satisfaz / = da e ocasionalmente chamada de 1-forma canonica. 

Definigao [31.2. Por variedade simpletica chama-se o par (N, /), em que N e uma 
variedade e / e uma estrutura simpletica. 

Definigao [313. O par (N, h), em que iV e variedade e h e 2-forma fechada degen- 
erada, e uma variedade pre-simpletica. h e forma pre-simpletica. 

Conforme sera visto nas proximas seg5es, da parte cinetica de diversas La- 
grangianas, quando expressas em primeira ordem nas velocidades (13.111) . extrai-se 
de imediato uma 2-forma pre-simpletica h, com h = da e degenerado. Em principio 
isso levaria a ambigiiidades ou inconsistencias dinamicas, pois a extensao de h para 
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o espago de fase estendido N e pode gerar uma 2-forma cujo posto nao e maximo 
em N e , ou seja, teriamos mais de uma modo-zero responsavel pela evolugao tem- 
poral do sistema no espago de fase. Como sera visto, isto e urn sinal de que ha 
vinciilos e/ou simetria de calibre na Lagrangiana tratada. Em geral, nao se as- 
sume que a Lagrangiana original seja problematica, mas sim que essa dificuldade 
nao pode ser superada em uma variedade trivial como IR 2 ™, ou seja, sup5e-se que 
interdependencias entre as coordenadas que aparecem na Lagrangiana devem ser 
consideradas. Passa-se portanto para outra variedade trivial de dimensao maior 
H 2n+m na qual a variedade nao-trivial do espago de fase fisico estaria imersa (su- 
perficie de vmculos). Assim procedendo, encontra-se por fim uma verdadeira es- 
trutura simpletica / associada a variedade IR 2n+m , cuja extensao f e para o espago 
H 2n+m+1 possui um unico modo-zerd_. 



3.1.2 Parenteses generalizados 

Seja H 2n um espago de fase dado pelas coordenadas q 1 , q n , pi, ...,p n cujos parenteses 
de Poisson satisfazem 

{q\q j } = {pi,Pj} = 0, 

{q\p J } = -{p 1 ,q i } = S], (3.19) 

? = {q\H}, p l = { Pl ,H}, 

com i,j = 1,2, ...,n e H = H(q,p) e a fungao Hamiltoniana. 

Essas propriedades podem ser apresentadas de forma mais compacta se a seguinte 
notagao for introduzida: 

e := q\ T +i := Pi, (3.20) 
KM-"; oO' <3 ' 21) 



5 Nota-se que m tern de ser par, isso sera avaliado posteriormentc 
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Com efeito, 



t = a,/? = l,2,..,2n. (3.22) 

Com esta notagao, os parenteses de Poisson entre as fungoes A(£) e B(£) assumem 
a forma 

{A*}=|H|. (3.23) 
Nota-se que a matriz a acima e igual a inversa da matriz simpletica f)3.3p na forma 
canonica. Como a estrutura simpletica, independentemente da base utilizada, e a 
responsavel por determinar a evolugao do sistema no espago de fase, deflne-se a 
seguinte generalizagao dos parenteses de Poisson: 

(3-24) 

em que f alS sao elementos da inversa da matriz (/a/3). Estruturas simpleticas in- 
duzem estruturas de Poisson [14, 50J. Esses parenteses generalizados sao os que 
content uma direta relagao com a dinamica de um sistema fisico no espago de fase. 



Dado que um vinculo e escrito como uma fungao do espago de fase que e igualada 
a zero (Q m = 0), a quantizagao dessas fungoes leva a operadores nulos e o comutador 
de operadores nulos e sempre nulo. Por outro lado, os parenteses de Poisson de um 
vinculo com outra grandeza nao sao necessariamente nulos. Essa questao motivou 
Dirac a definir novos parenteses classicos, os quais, em particular, produziriam sem- 
pre um resultado nulo quando envolvessem qualquer vinculo. Dirac propos que, em 
teorias com vinculos, os parenteses de Poisson devem ser substituidos por [281 14"9] 

{A, B} D := {A, B} - {A, a m }C mn {{l n , B}, (3.25) 

chamados de parenteses de Dirac. Acima, os f2 m 's sao os vinculos da teoria e (C mn ) 
e definida como a inversa da matriz ({Q m ,Q n }), chamada de matriz de Dirac. Se- 
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gundo Dirac, seriam esses parenteses acima os que deveriam ser substituidos por 
comutadores ao proceder com a quantizagao de sistemas vinculados, em vez dos de 
Poisson, isto e, 

{A,B} D ^-i[A,B}. (3.26) 

O formalismo de Dirac, embora correto, possui alguns inconvenientes, alem de 
ser trabalhoso. Esse formalismo insere uma distingao entre vinculos primarios e 
secundarios que e arbitraria; isto e, diferentes aplicag5es do metodo ditingiiem um 
mesmo vinculo ora como primario ora como secundario [281 |4~9] . Os vmculos segundo 
esse formalismo sao tambem classificados entre primeira classe e segunda classe. Os 
de primeira classe possuem duas propriedades distintas: alem de imporem certa 
relagao de dependencia entre as coordenadas do espago de fase, esses ainda sao 
geradores de simetria de calibre, segundo a conjectura de Dirac [28, 49J. 

Decadas depois, Faddeev e Jackiw indicaram que a quantizagao de sistemas 
vinculados pode tambem ser feita atraves de metodos matematicos mais modernos 
|29j. Em vez dos parenteses de Dirac, pode-se usar os parenteses induzidos pela 
inversa da estrutura simpletica (13. 24ft . Essa abordagem, que veio a ser conhecida 
como metodo simpletico, foi posteriormente estendida por Barcelos Neto e Wotzasek 
[3*0] e a correspondencia com os parenteses de Dirac foi demonstrada por Montani 
[47J. De forma geral, em vista da equivalencia, chamaremos tanto os parenteses do 
metodo simpletico quanto os de Dirac de parenteses generalizados. 

3.1.3 Formalismo de Faddeev-Jackiw 

Para encontrar a matriz simpletica de um sistema vinculado e conseqiientemente seus 
parenteses generalizados, Faddeev e Jackiw [29] indicaram um metodo que se baseia 
na estreita relagao dessa com a Lagrangiana de primeira ordem nas velocidades. A 
fim de esclarecer esta relagao, continuemos a tratar de um sistema com 2n variaveis 
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canonicas independentes. A Lagrangiana pode ser escrita como 

L = Pi q i -H, % = l,2,...,n. (3.27) 

Ao introduzir as variaveis simpleticas := q l , £ 4+ra := Pi, a 1-forma Ldt e escrita 
como 

Ldt = lcf a ^ + ^d(p l q t )-Hdt 

= ~Z a f al 3df-Hdt, a,/3 = 1,2,.. .,2n, (3.28) 

em que 

(U) = ( s °, -f ) • (3.29) 

Essa e matriz simpletica em sua forma canonica ( 13. 3L 

Neste exemplo, a chamada 1-forma canonica e a = \£, a fapd^ 13 (linear em £ a ) e a 
2-forma simpletica / = \f a pd^ a A d^ = da e constante. Pela definigao de estrutura 
simpletica, sabemos nao ser este o caso mais geral: a diferencial externa de / deve 
se anular, mas / nao precisa ser constante. Consideremos um caso mais geral de 
Lagrangiana de primeira ordem_: 

L = a Q (Or - V(0, a = 1,2, N. (3.30) 

As equag5es de Euler-Lagrange para a Lagrangiana (I3.30p sadf: 

dap-p dy__daa_-p 

logo 

d a V = (d a a/3 - d p a a )i p 

= Kp¥, (3-32) 



4 Nesta equacao £ Q deve ser visto como coordenada de um sistema qualquer, as equacoes de 
(|3.20|) nao sao necessariamente validas. 

5 As coordenadas simpleticas sao, a princlpio, tratadas como independentes, o que justifica o 
emprego das equacoes de Euler-Lagrange. 
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onde foi usado d a := e 

ha{3 - = 9 a CLf3 — dpd a . (3.33) 

A definigao de h a @ coloca este tensor em proximidade com o tensor simpletico. 
Seja h uma 2-forma diferencial dada pela derivada externa da 1-forma canonica 
a = a a (£)<i£ Q , logo 

h = dap A 

= (d a ap)dC A d^ 

= \id a a p -d p a a )de Ad^ (3.34) 
= \h aP dCAd^. 

A 2-forma h e fechada, pois d(da) = 0, ou seja, para ser possfvel identificar h com 
/ (a 2-forma simpletica), e necessario apenas que o determinante de (h a p) nao se 
anule. Infelizmente isto nem sempre e verdade, por isto a matriz (h a p) sera chamada 
de matriz pre-simpletica. 

A equagao de movimento ( 13 .321) e a equagao (13. 22ft sugerem uma relagao entre o 
potencial V e a Hamiltoniana. A Hamiltoniana de L C 

if(II,0=IU a -L(£,£), (3.35) 

em que IT a = Como = a a {^), essa teoria possui, segundo o metodo de Dirac, 
N vmculos primarios: VL a (Tl, £) = U a — a a (£). Nosso objetivo nao e proceder com 
o formalismo de Dirac, nao vamos considerar tais relagSes de vmculos. Fagamos 
simplesmente a substituigao dos momentos U a pelas fungoes a a (£) (o que parece 
ser, ao menos intuitivamente, mais sensato). Ao faze-lo, H(H,£) passa a ser H(£) e 
temos 

H($) = a a {Z)t-L{U) = V(£). (3.36) 

6 Utilizando a nomenclatura de Dirac, essa Hamiltoniana e a canonica. Veremos que nao sera 
necessario definir novas Hamiltonianas analogas a total ou a estendida. Todo o procedimento 
simpletico nao e afctado dirctamcntc, ou melhor, de forma explfcita, pelo comportamento das 
funcoes fora da superficie de vinculo. 
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Sabemos que o operador Hamiltoniano e responsavel pela evolugao temporal 
dos operadores quanticos, portanto, em vista da relagao que deve existir entre o 
comutador e os parenteses generalizados, a seguinte relagao e esperada: 



Substituindo H por V comprova-se sua coerencia, pois, usando a defmigao dos 
parenteses generalizados seguida da equagao de movimento, temos 



Conclusao: Para obter os parenteses generalizados, e suficiente escrever a La- 
grangiana da teoria em primeira ordem nas velocidades; donde infere-se as com- 
ponentes da 1-forma canonica e determina-se o tensor pre-simpletico. Se a matriz 
(pre-)simpletica nao for degenerada, esta sera a matriz simpletica, e sua inversa, por 
meio de (13. 24ft . determinara os parenteses generalizados. 

No caso de ser encontrada uma matriz h degenerada, a Ref. [29] sugere o 
emprego de redefmigSes de coordenadas (via teorema de Darboux) ou do proprio 
metodo de Dirac caso essa abordagem torne-se excessivamente complicada. Uma 
forma sistematica de lidar com teorias pre-simpleticas, isto e, que possuem "vmculos 
verdadeiros" segundo o formalismo simpletico, foi proposta na Ref. [30] e sera na 
proxima subsegao exposta. 

3.1.4 Vmculos e o formalismo de Barcelos Neto-Wotzasek- 
Montani 

Ate o presente momento, o termo "vinculo" so foi usado no sentido empregado pelo 
formalismo de Dirac. A segao anterior indica que tais vmculos nao desempenham, 
a principio, um papel importante no metodo simpletico. A equagao de movimento 



(3.37) 
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(13.321) . em especial, esta de acordo com a ultima afirmativa; afinal, observa-se que 
a determinagao das velocidades como fungoes das coordenadas depende exclusiva- 
mente da existencia da inversa da matriz pre-simpletica. 

Seja P < N o posto da matriz {h a p)NxN, logo existem N — P vetores nao nulos 
e linearmente independentes, chamados modos-zero, que satisfazem_ 

vlKp = 0, (3.39) 

onde m—1, 2...N — P. Portanto, de acordo com (I3.32p . temos 

i£d a V = 0. (3.40) 

Entretanto, o potencial pode nao satisfazer estas relag5es. A nm de elimi- 
nar a contradigao, iremos impor (13.401) . Desta imposigao advem relagoes de de- 
pendencia entre as coordenadas simpleticas, que constituem os vmculos do formal- 
ismo simpletico. 

E claro que, utilizando a imposigao anterior, estamos resolvendo a inconsistencia, 
porem sua origem ainda precisa ser apontada. Conforme ja exposto, (13.321) foi 
deduzida desconsiderando qualquer relagao de dependencia entre as coordenadas 
simpleticas; agora vemos que essas relagoes sao encontradas a posteriori. Nao ha, 
todavia, garantia de que todas as relag5es inicialmente omitidas estao contidas nessas 
N — P equagoes (e de fato nao estao necessariamente). 

Chama-se de vinculo verdadeiro o termo v^daY que nao e nulo a priori. 

Apesar dos vmculos de Dirac nao terem importancia direta para a formulagao 
simpletica, ha, sim, uma relagao entre esses e a inversibilidade da matriz pre- 
simpletica. Sej Lagrangiana 

L = a a {£)t-V{Z), « = l,2,...,iV. (3.41) 



7 Os modos-zero serao sempre vistos como vetores linha. Tratando-se de campos, esta consid- 
eragao e importante, pois os modos-zero podem ser operadores. 
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Esta possui os seguintes vmculos de Dirac: Q a = U a — a a (£). Os parenteses de 
Poisson destes, no espago das coordenadas e dos momentos simpleticos, sao 



da a Oil p dU a dap 



—dpa a + d a ap, 



h 



a/3- 



(3.42) 



A matriz 
segunda classe 



{Q a ,flp}^' n ) possui inversa se, e somente se, os vmculos forem de 
logo o mesmo pode ser conclmdo a respeito da matriz (h a p). 



Sobre a correspondencia entre vmculos verdadeiros e a interdependencia das 
coordenadas simpleticas, acrescentamos aqui uma pequena nota. Sabemos que a 
existencia de vmculos verdadeiros implica a existencia de relag5es de dependencia 
entre as coordenadas simpleticas (<& m (£) = 0), averiguemos se a reciproca e ver- 
dadeira. Segundo a tecnica dos multiplicadores de Lagrange, havendo M vmculos 
entre as coordenadas, as equag5es de movimento sao $ m = e 

Kpi p = d a V + X m d a 1> m , m = 1, 2, M, (3.43) 

onde os A m 's sao multiplicadores de Lagrange e os M vmculos sao dados pelas 
fungSes $ m (£), isto e, $ m (0 = 0; conseqiientemente, $ m = d a ^ m ^ a = 0. 

Suponhamos, por absurdo, que (h a p) possua inversa, isto e, seja a matriz simpletica 

dp^i? = dp$ m f a (d a V + \ m d a $ m ). (3.44) 

Sabemos que o lado esquerdo dessa igualdade e nulo, portanto, devido ao termo 

que figura entre parenteses ser qualquer, conclui-se que (f 130 ) possui M modos-zero: 

(dp$) m . Isto contraria a hipotese de (/a/3) ser nao-degenerada, logo ha relagSes 

8 De acordo com a nomenclatura de Dirac, uma fungao do espaco de fase e de primeira classe 
se os parenteses de Poisson dessa com os vmculos da teoria forem nulos na superffcie de vmculos. 
Caso contrario, isto e, se a fungao do espago de fase nao for de primeira classe, ela e dita ser de 
segunda classe. 
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de dependencia entre as coordenadas simpleticas se, e somente se, houver vmculos 
verdadeiros. 



Apresentemos agora o algoritmo proposto em [30]. O objetivo deste metodo e 
partir de uma Lagrangiana com vmculos verdadeiros e, apos n iteragoes, obter 
uma Lagrangiana L^> da qual infere-se a matriz simpletica responsavel por sua 
dinamica. 

Segundo esse formalismo, adiciona-se a derivada temporal dos vmculos a La- 
grangiana por meio de multiplicadores de Lagrange, incorporando-os a parte cinetica: 

=£(0) _ A (0)m^) ) m = l,2,...,M. (3.45) 

Esse nao e o procedimento usual de lidar com vmculos atraves de multiplicadores de 
Lagrange, pois normalmente adiciona-se os vmculos somente, e nao suas derivadas. 
O metodo de Dirac imp5e que a evolugao temporal dos vmculos deve tambem se 
anular, mas o faz por outros caminhos. 

A menos de uma derivada temporal total, 

= al 1) C (1)a - V {1 \ a = 1,2, ...,N + M, (3.46) 

ondc 

(ai 1} ) T = (aff) $ m ), (3.47) 
V^ i0) ) = ^ (0) (e (0) )|, m =o, 

isto e, no novo potencial os vmculos verdadeiros sao removidos (caso eles se encon- 
trem explicitos no potencial original). Esta remogao e feita para facilitar os calculos; 



9 Com isto quero dizer que as N primeiras componcntes do vetor sao as do vetor e suas 
M ultimas sao as de A. Rigorosamente, um outro fndice diferente de a deveria ter sido escolhido 
para se associar ao vetor mas notagao utilizada e mais pratica. 
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tendo em vista exclusivamente a Lagrangiana final, ela e indiferente. Para determi- 
nar o inverso da matriz simpletica, contudo, esse procedimento pode ser importante 
em alguns casos [5*T] . 

Com isto, partimos de L^ ) e obtivemos LP*\ cuja matriz pre-simpletica e 



ih%) = ( J;J( 0) da f ) , (3.48) 



com m,n = 1,2, M, os indices a e (3 do lado direito da igualdade assumem N 
valores e 

h (i) = da^_datf_ 

Os vmculos adicionados na parte cinetica da Lagrangiana modificam a 1-forma 
canonica e, conseqiientemente, a matriz pre-simpletica_. 

Se (h^l) for nao degenerada, o problema tera sido resolvido: a matriz simpletica 
da teoria foi encontrada. 

Pode ocorrer de ainda possuir vmculos a serem descobertos, nesse caso 
repete-se os mesmos procedimentos, obtendo l/ 2 ). Pode tambem ocorrer de alguns 
dos modos-zero de (h a p) nao gerarem novos vmculos, isto e, de is!$ a d a V^ ser nulo 
a priori. Isto esta associado a simetrias de calibre da teoria. Para prosseguir com 
o metodo de obtengao da matriz simpletica, deve-se inserir condigoes que fixem o 
calibre, condigoes essas que sao inseridas tais como vmculos, e assim parte-se para 
a nova iteragao. A partir de agora vamos considerar que dentre os M vmculos $^ 
tambem se encontram os fixadores de calibre. 

Se apos a insergao de todos os M vmculos (h^l) persistir degenerada, faz-se a 
segunda iteragao: os modos-zero de (h^l) levam a novos vmculos ou a simetrias de 
calibre (que devem ser fixadas); os vmculos (incluindo os fixadores de calibre) 
sao adicionados a parte cinetica de e eliminados de V^; em seguida obtem-se 

, cuja matriz pre-simpletica e (h^l)... E assim por diante, ate encontrar a matriz 
simpletica. 



10 Inserir os vmculos na parte potencial tambem modifica a matriz pre-simplctica, porem apenas 
a acrescenta M linhas e M colunas nulas. 
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Em cada iteragao, uma quantidade nao nula de vmculos e obtida. A Lagrangiana 

L (o) 

possui urn numero finito de coordenadas 11 !. portanto possui no maximo tantos 
vmculos linearmente independentes quantas forem essas. Sendo assim, espera-se que 
os parenteses generalizados serao encontrados apos um numero finito de iterag5es. 



3.1.5 Simetrias de calibre 



Consideremos agora certa variagao infinitesimal das coordenadas, 



r = r + <u a ■ 



(3.50) 



O indice e serve para indicar que a variagao acima nao e arbitraria, deve ser tal que 
produza o vetor £' a partir de £. 

A expansao em serie de Taylor de S{£'} subtraida de S{^} e 

rt 2 



S{£} - S{£} 



■(a)« ft + Tr-(e,e)4f 



dt + 0((5 e £y). (3.51) 



Se 5 £ £ for pequeno o suficiente para a contribuigao de 0((<5 e £) 2 ) ser insignificante, 
e se 5 e £(£i) = SeCfe) = 0, temos 

rt 2 



S{0 - S{0 » 5 £ S 



dt 



t2 



dL ■ d dL .. ■ 



6 e £ a dt. (3.52) 



d£ a " J dtd£ c 

Independentemente dos valores dos instantes final e inicial, a integral acima 
deve se anular. Sendo L a Lagrangiana de primeira ordem (13.111) e impondo S e S = 
(identicamente), ou seja, exigindo que £ e £' estejam relacionados por transformagao 
de calibre, conclui-se que 







dap ^ dV da c 



d£ a dt 



SeC = (Kpi? - o a v) s E e 



(3.53) 



Tratando-se de campos, 

L (0) 

possui um niimero finito de coordenadas em cada ponto do espago 
(um numero infinito para todo o espago), mas isso nao altera esta argumentagao, pois para qualquer 
ponto do espago ela e valida. 
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Para esta equagao ser satisfeita ha duas possibilidades: a expressao acima entre 
parenteses se anula, ou 

c 

U a Kpi P = 0. (3.55) 

A primeira possibilidade tern o aspecto de uma equagao de movimento e e im- 
possivel de ser atingida identicamente. Explicando de outra forma: as velocidades e 
coordenadas simpleticas sao variaveis independentes, portanto e impossfvel aplicar 
a derivada d/d^ a em uma fungao V{^) e obter-se 7t a /3(£)s como resposta. 

O segundo caso e uma caracterizagao de transformagao de calibre para a La- 
grangiana tratada. 

Em alguns sistemas, conforme antes mencionado, a contragao de um modo-zero 
de (h a p) com o grandiente do potencial nao e um vinculo, ou seja, o modo-zero 
e ortogonal ao gradiente do potencial. Quando isto ocorre, as equagSes (13. 54ft e 
(13.551) sao validas. Agora e claro que a anulagao a priori de ^daV esta associada 
a uma simetria infinitesimal de calibre, cuja variagao das coordenadas e dada pelo 
modo-zero (desde que os valores de suas componentes sejam pequenos). Devido a 
esta ultima condigao e a um multiplo de um modo-zero ser tambem um modo-zero, 
costuma-se efetuar a seguinte identificagao: 

S £ C = eu a , (3.56) 

em que e = e(t) [ou e = e(x,t) para campos] possui a finalidade de tornar as 
componentes do modo-zero suficientemente pequenas. Devido a equagao acima, diz- 
se que os modos-zero sao os geradores das simetrias de calibre do metodo simpletico. 



Fixagao de calibre 

Nao existe matriz simpletica em teorias com simetrias calibre, logo, a fim de 
obte-la, estas devem ser eliminadas tendo o cuidado de nao alterar a fisica da teoria. 
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Este processo e chamado de fixagao de calibre. A seguir o enunciaremos de forma 

• ■ B 

mais precisa I. 

O conjunto de fungoes independentes 

A c (O=0, c=l,2,...,C, (3.57) 

fixa o calibre de certa teoria se satisfizer: 

i) Acessibilidade do calibre: para cada vetor simpletico (que satisfaz as equagoes de 
movimento) deve existir uma sucessao de transformag5es infinitesimais de calibre 
capaz de mapear este vetor nas variaveis que obedecem as C equagoes de (13 .5 7ft . 

A partir de um vetor simpletico um outro pode ser obtido atraves de trans- 
formag5es infinitesimais de calibre da seguinte forma: 

C a = £' Q + £ 9 Vg, (3.58) 

sendo {Vg}, com g = 1,2...G, o conjunto de todos os geradores de transformagSes 
de calibre (cada v g e tangente a superfi'cie V(£) = constante). 

Se £ for um vetor que cumpre as C equagSes de (I3.57P e £' for um vetor solugao 
das equag5es de movimento, a condigao i imp5e a existencia de uma combinagao 
linear dos geradores tal que 

£ Q = £ to + a?v a g , (3.59) 

com 

a 9 = e{ + e 9 2 + ...+e 9 T (3.60) 

e T e o mimero total de transformagoes do tipo (13.581) que foram usadas (nao nec- 
essariamente finito). 

O mimero de componentes independentes do vetor de transformagao de calibre 
{a g Vg) informa quantos £ /a 's podem ser independentemente modificados sem alterar 
a fisica do problema. Logo, obtivemos um limite superior para o mimero C: 

C < mimero de componentes independentes de (aV°). (3.61) 

12 Esta apresentagao sobre fixagao de calibre segue a Ref. [49] com a substituicao de termos 
proprios ao metodo de Dirac pelos termos do metodo simpletico. 
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it) Quebra da simetria: dentre todos os vetores simpleticos equivalentes por trans- 
fer magoes de calibre, somente urn deve satisfazer as relagoes de (I3.57p . Se £ for este 
vetor simpletico, e £' for obtido por meio de uma transformagao infinitesimal de 
calibre, as equag5es 

dA 

A c (£) - A c (£') « 5 £ A C = g^eX = (3.62) 

devem implicar 

eV; = 0, (3.63) 

isto e, £ = 

Mas esta implicagao so pode ser verdadeira se o numero de equagoes em (13.621) for 
maior ou igual ao numero de componentes independentes do vetor (e 9 ^). Unindo 
este resultado com o obtido em (I3.6ip . temos, enfim: 

C = numero de componentes independentes de iaPv^). (3.64) 

No formalismo de Dirac, algo muito similar e encontrado, porem envolvendo os 
vmculos de primeira classe ao inves das componentes do modo-zero fJD] HZ] • 

Cada gerador de transformagao de calibre pode ser associado a uma orbita de cal- 
ibre, isto e, a regiao da superffcie de vinculo cujos pontos correspondem a diferentes 
vetores simpleticos equivalentes por certa transformagao de calibre; logo, geometri- 
camente, a variedade determinada pelos fixadores de calibre (13.571) esta contida na 
superficie de vinculo e intercepta uma unica vez cada orbita independente de calibre. 

3.1.6 Exemplo 1: Eletromagnetismo 

Nesta subsegao apresentamos um primeiro exemplo de aplicagao do metodo simpletico. 
Seu objetivo e exclusivamente ilustrar como aplicar o metodo simpletico em dada 
Lagrangiana. 
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A densidade de Lagrangiana da teoria eletromagnetica de Maxwell, na ausencia 
de fontes, e 

C = ~F^F IIV , fi,v = 0,1,2,3. (3.65) 

O tensor eletromagetico e F^ u = d^A u — d u A fM , com = A^(x,t), e a metrica e 
= diag ( + - - -). 
O primeiro passo e lineariza-la nas velocidades. Os momentos sao 

d£ _1 dF^ 

^ ~ ~ ~2 1U dA» 

= -il^W-W ( 3 - 66 ) 

= F lta = d lt A Q -A lt . 
Sendo i,j = 1, 2, 3, a Lagrangiana de primeira ordem e, entao, 

= AV* - Kid'Ao + - \f^F iv (3.67) 

Logo, identifica-se 

V® = ^A Q - l -^ + -F^F l3 , 
2 4 

(4° } ) T = (0 tt, 0), 

em que o momento conjugado a A foi eliminado do vetor simpletico por nao aparecer 
na Lagrangiana. Aquele que desejar manter ir° no vetor simpletico deve, durante a 
linearizagao, inserir o vinculo tcq = por meio de um multiplicador de Lagrange ou 
sua derivada. 



A matriz pre-simpletica 




/0 \ 
(/$)= -//,, ^(.r ■ ,(). (3.69) 
\0 <&, J 

13 Se o vetor fosse (v4° A 1 7r,; ), no lugar de gtj ten'amos Sj. A estrutura usada para o 
vetor simpletico tern o merito de nao misturar indices contravariantes com covariantes. 
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Est a possui o mo do-zero 



que produz o vinculo 



/ 



i/°> = (1 0), 



(3.70) 



(3.71) 



O vinculo obtido nada mais e que a lei de Gauss no vacuo. 

Estando o vinculo inserido no setor cinetico de ele pode ser eliminado do 
setor potencial, causando o desaparecimento de A : 



(3.72) 



com 



= --7T i 7T i + -F ij F ij . 
2 4 3 



De C<U obtem -se 



(e (1)Q ) = (A* tt* rj), 

(a«) T = (vr, 

/ - 9ij \ 
y 

9ji di 

V o -hj o) 



8*(x-y), 



x y 



os simbolos dj e 9i indicam respectivamente: d/dx 3 e d/dy\ 
O modo-zero de (/i^g) e 

^(i) = ( o 1 ) . 



Averigiiemos se um novo vinculo e obtido: 

/ ( - £ \' 4 , v ^ + ~jzr^r ) ^ = 



<L4'(£) <5?7(f) 



y 



9 F ik {y)d k 5 A {x-$)d 6 y 



(3.73) 



(3.74) 



(3.75) 



(3.76) 
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Desse resultado, conclui-se a existencia de uma transformagao de calibre dada 



por: 



b F A l 



d l e, 



(3.77) 



E imediato checar que essa simetria realmente esta presente em £™ ( 13. 72ft para e 
arbitrario. Dado que e e arbitrario, em particular pode-se escolher did l e = —diA 1 , 
consequentemente ha campos A n que diferem de A 1 por uma transformagao de cal- 
ibre tais que 

diA* = + di&e = 0. (3.78) 

Escolheremos o calibre diA 1 = 0. Nota-se que essa escolha esta de acordo com 
os criterios apresentados na subsegao anterior, pois esse calibre e acessivel (como 
mostrado pela ultima equagao) e a simetria e quebrada (nao ha outra escolha de e 
condizente com diA 1 = 0; assim, ao substituirmos A por A', a nova Lagrangiana nao 
possui simetria de calibre). 

A iteragao seguinte da Lagrangiana e 



£( 2 ) = v-A* + fjdiTl 1 + ^fdiA* - V (2 \ 



(3.79) 



com 



Desta, obtem-se 



V (2) = y(l) 



--n i 7i l + -F ij F ii . 
2 4 3 



(3.80) 



= ( 


A i ^ 


V 7) > 




(a^f = ( 


7Ti 


diir* diA 1 


), 




( 


~9ij 


di\ 






y 




(fafi) = 


9ji 


d l 

X 








-dj o 







X 

\-dj 





0/ 



6 3 (x- y). 



(3.81) 
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A inversa da matriz simpletica e 



(./ 



t o 

y ^ o k d k 
o 

&> 

d k d k 



ij _ 

y a k a k 


&> 

a k a k 






a 1 



d> 



a k a k 


i 

'a k a k 



Nesta, todas as derivadas atuam em x. 

Os parenteses generalizados entre A 1 e 7T 7 sao 




1 

a k a k 



5 3 (x-y). 



{A\x,t),^(y,t)Y = U 



QiQi 



5 3 (x-y). 



(3.82) 



(3.83) 



Esses sao exatamente os parenteses obtidos pelo metodo de Dirac. O objetivo 
desta subsegao foi atingido. Referencias sobre quantizagao do eletromagnetismo 
usando os parenteses de Dirac podem ser vistos em [52]. Grande parte dos livros 
textos de teoria quantica de campos utilizam o formalismo de Gupta-Bleuler para a 
quantizagao canonica do eletromagnetismo; esse tern o merito de ser mais simples, 
porem e menos geral que o de Dirac ou o simpletico. 

Originalmente a teoria possuia oito campos (4 campos e 4 momentos conju- 
gados), dois foram eliminadas (A e ir ), um vinculo foi encontrado e foi necessario 
introduzir um flxador de calibre, portanto esta teoria possui (8 — 2 — 1 — l)/2 = 2 
graus de liberdade, como era de se esperar 



3.1.7 Exemplo 2: Modelo de Proca 

A densidade de Lagrangiana deste sistema e 

C = —F^F^ + \m 2 A»A^ (3.84) 

m e a massa do campo A^ 1 = A^(x), x e vetor do espago-tempo, a metrica deste e 
(9vu>) = diag ( + — — — ) e o tensor eletromagnetico e F^ v = d^A u — d u A fl . 
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Este modelo designa a massa m ao foton e possui, como sera visto, urn grau de 
liberdade a mais que a teoria de Maxwell. Devido a presenga de uma massa nao 
nula, a transformagao de calibre — > A^ + d^A da teoria de Maxwell inexiste nesta. 

E necessario escrever a Lagrangiana sob a forma 



£(0) =a (0)|(0)«_ y( 0)_ 

Para isto, o momento conjugado ao quadrivetor potencial sera calculado. 

dC 



logo 



F^ = 2 7 rV i + F^, 



(3.85) 



(3.86) 



(3.87) 



Port ant o 



onde 



A% = (-7T* + d'Ao)^. 



C = C<® = A i n i -V<M, 



V® = -A d^ - + - A F^F l3 - l -m 2 A»A^. 

2 4 2 



Os vetores simpletico e potencial sao 



= (A* vr* A ), 
(«L 0) ) T = (vr, 0). 



/ \ 

9ji 

V o oo; 



(3.88) 



(3.89) 



(3.90) 



(3.91) 



A matriz pre-simpletica e 

/ - 9ij \ 

5\x-y). (3.92) 
Esta possui um modo-zero, que leva a um vinculo que expressa a lei de Gauss: 



n = din 1 + m 2 A 



(3.93) 
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Assim, obtem-se a Lagrangena de primeira iteracao 

£(!) = 1Xi A i + Q$ 
com o seguinte potencial simpletico: 

V {1) = + /••;,/••" + X -m 2 (a A - AA*) . 

Os vetores ^ e desta Lagrangiana sao 



(3.94) 



(3.95) 



>i ft), 



(3.96) 



dos quais obtem-se a matriz simpletica 

(fa/3) 



( - 9ij \ 

' 9ji o o 9» 1 

m 2 

V o -m -m 2 y 



5 3 (f-y). 



(3.97) 



A matriz simpletica foi obtida sem a necessidade de qualquer fixagao de calibre, 
de acordo com o comentario feito no inicio desta segao. 

Os parenteses generalizados sao extraidos da inversa da matriz simpletica: 



{7n(x),7r j(y)}* 
{A (x),My)}* 

{A (x)Mv)Y = o. 



9ijS (x-y), 

0. 

1 x 

— di S(x-y), 



(3.98) 



Observe que somente um vinculo foi encontrado e no foi exclmdo do vetor 
simpletico. O modelo de Proca possui tres graus de liberdade [(8 — 1 — l)/2]. 

Parte dos calculos acima serao liteis para a proxima segao na qual trataremos 
da "imersao em calibre" do modelo de Proca usando o formalismo simpletico. 
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3.2 Formalismo simpletico de calibre 

Na segao anterior comentamos sobre simetria de calibre e sua fixagao no contexto 
do formalismo simpletico. Ocorre que o procedimento oposto ao da fixagao, ou 
seja, o da implementagao de novas simetria de calibre, tambem e util para diversos 
problemas em fi'sica. Dentre as possiveis aplicagSes, pode-se contornar problemas 
de quant izagao (como ordenamento dos operadores ou anomalias) [531 EH EH! 156] , 
encontrar simetrias escondidas [Ml E7] , possibilitar o emprego do mapa de Seiberg- 
Witten (caso o espago seja NC) [SEIEH], determinar teorias duais [201 EI] etc. 

Um metodo recente nesse contexto e o chamado metodo simpletico de calibre, 
esse usa a "nlosofia" do metodo simpletico anteriormente apresentado para inserir 
campos auxiliares (campos de Wess-Zumino) de forma consistente com a dinamica da 
teoria original e com os desejados geradores da nova simetria de calibre. O metodo 
simpletico de calibre foi empregado pela primeira vez no modelo de Skyrme [48J, 
nessa aplicagao certa simetria escondida foi avaliada e o espectro da teoria em sua 
versao de calibre foi diretamente demonstrada como sendo equivalente a da original. 
Posteriormente esse metodo foi generalizado e outras aplicag5es foram encontradas 
[TU1 HH [U21 [EH EH HH] ■ Em [lUl [IT] o formalismo foi apresentado e sistematizado 
em sua forma mais geral, na proxima subsegao iremos apresentar esse formalismo. 
A menos de algumas sutilezas, todas as referencias mencionadas seguem o mesmo 
algoritmo. Conforme veremos, a maior diferenga entre seus algoritmos encontra-se 
na escolha de empregar um ou dois campos de Wess-Zumino (WZ) [53J. 

3.2.1 A versao mais simples: uma variavel de Wess-Zumino 

Segundo o formalismo simpletico, teoria de calibre e aquela que, para algum n, (h^l) 
e degenerada e seus modos-zero nao produzem novos vmculos. A fim de conceder esta 
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propriedade a uma teoria que nao a possui, acrescentaremos uma variavel auxiliar, 

r — e = u a o) (3.99) 

e duas novas fungoes: e G(£,9), a primeira na parte cinetica da Lagrangiana 

e a segunda na parte potencial; de tal forma que, ao tomar-se 9 = 0, retorne-se a 
Lagrangiana original. 

Apos a introdugao de 9, ^ e G, o primeiro passo e impor que a nova matriz 
pre-simpletica (h & z) seja degenerada, assim \l> sera determinado. O segundo passo 
consiste em impor que seus modos-zero nao produzam novos vmculos, o que vem a 
determinar G. Com isto, obtem-se uma Lagrangiana com simetria de calibre, cuja 
fixagao com a condigao 9 = (calibre que, por construgao, sera atingivel) promove 
as mesmas equagoes de movimento da Lagrangiana original. Detalharemos esse 
procedimento agora. 

Considere a Lagrangiana, 

L = a a C-V. (3.100) 

Acrescentaremos a variavel auxiliar 9(t) e as fungoes * = e G = G(£,0) da 
seguinte forma: 

L = a a £ a + W-V-G, (3.101) 

e consideraremos que G possa ser expandida em uma serie de potencias em 9 com a 
condigao G{9 = 0) = 0, ou seja, 

oo 

G(Z,e) = Y,9n(Z)0 n . (3-102) 

n=l 

O tensor pre-simpletico associado a L e dado por 

^^S-S, (3.103) 

em que (t; a ) = (£ a 9) e (a fi ) T = (a a \&). Matricialmente temos 
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(M = (_^ V)- (3 - 104) 

Com d a := d/d£ a . 

Imporemos agora que a matriz acima possua urn modo-zero do tipo 

(z> 3 ) = (^ Q 1), (3-105) 

sendo n urn vetor nao nulo e diferente dos modos-zero de {h a p) (se esta possuir 
algum) . 

A escolha de /i determinara \I/ atraves das equagoes 

v & h^ = 0. (3.106) 

Esse modo-zero sera responsavel pela transformagao de calibre da nova teoria, logo 
a simetria que sera concedida e escolhida no momento em que defme-se o vetor /i. 
O fato da ultima componente de [v a ) ser a unidade assegura a existencia de uma 
transforamagao de calibre envolvendo 9. 

Estando os modos-zero escolhidos e a fungao ^ determinada, da-se inicio ao 
passo seguinte do metodo, o calculo de G. Para termos uma teoria de calibre, temos 
de impor que novos vmculos nao surjam, ou seja, 

u & d & V = 0, (3.107) 

com V := V + G. Assim, 

n ( dV dG\ dG . 

k{w + s¥) + w =() - (X108) 

A partir da equagao anterior, a fungao G pode ser encontrada. Usando que G 
pode ser escrita como uma serie de potencias ( 13.1 02ft . temos 

fi a d a V+^=0 (3.109) 



/i a ^ n + ^ti = 0, (3.110) 
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em que Q n := g n {C)O n e n > 1. 

Com isto encerra-se o algoritmo do formalismo simpletico de calibre para uma 
variavel de WZ. A matriz pre-simpletica (h & z) nao pode ser invertida e possui um 
modo-zero que nao gera um novo vinculo. A teoria dada por L e de calibre e 
invariante por 

5 e g* = (i a e 5 £ 6 = e. (3.111) 

Esta versao do formalismo simpletico de calibre e bem simples, mas suficiente- 
mente forte para lidar com varios problemas. Sua passagem para o contmuo nao 
tern maiores dificuldades. Como somente uma variavel de WZ foi empregada, em 
particular nao e a priori natural comparar qualquer result ado desse formalismo com 
o BFFT [55]. Mas o formalismo simpletico pode ser estendido para duas variaveis 
de WZ 

Isso pode ser feito estendendo o formalimo simpletico para dois campos de WZ, 
como veremos na proxima subsegao. 

3.2.2 Generalizando: dois campos de Wess-Zumino 

A fim de preparar a notagao para as aplicagoes subseqiientes, esta subsegao sera 
apresentada diretamente para o caso contmuo, ao inves do mecanico. Como antes 
anunciado, ha simetrias de calibre mais complexas que requerem o emprego de mais 
campos de WZ. Desde que para cada campo de WZ esteja associado um gerador de 
transformagoes de calibre independente, nenhum problema de violagao de graus de 
liberdade e esperado. Analogamente, no BFFT, para cada campo de WZ inserido, 
um vinculo de segunda classe e convertido em um de primeira classe. 

Em particular, com o formalismo anterior nao e possfvel obter qualquer La- 
grangiana invariante de calibre que seja quadratica em 9. Para generalizar a ex- 
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pressao ( 13. 101D para dois campos de WZ pode-se usar 



/^gcral 



C + 0,1)9 + E(£, 0, 7 ) 7 - 5, 7), 



(3.112) 



mas os calculos tornam-se incrivelmente complicados. Para as aplicagoes que seguem, 
precisaremos no maximo da seguinte forma: 



4 7 = C + (*(£, 0) + 7 )e - *) - | 7 7, 



(3.113) 



ou seja, a presenga de 7 permite que # aparega em £. 

Seja (fa/3) a matriz simpleticao de £, a matriz simpletica de £# i7 e dada por 

J ad xeactn u o \ 



fe, 7 (x,y) 



e. 



-8(x-y) 




(3.114) 



em que a e uma coluna nula, Op uma linha nula e o smibolo Q xy e definido por 

5^(y) 5^(x 



a 



(3.115) 



xy ' 50(f) 50 (y) ' 
No formalimo com um campo de WZ, selecionaria-se agora o modo-zero que 
seria o gerador da simetria de calibre. No presente caso isso nao e possfvel, devido 
ao aparecimento das 5's em /. Para dar seguimento, sera preciso supor que C 
possua algum vinculo, de forma analoga ao que ocorre no formalismo BFFT, e 
contrariamente ao observado no caso com somente um campo de WZ. Assim, o 
unico modo-zero a disposigao tern o seguinte aspecto: 



v a (x) = (z/*(£) b(x)), 



(3.116) 



em que (z/*) e modo-zero de (/a/3) e b em geral e uma fungao de £. A flm de que v 
seja modo-zero de /, e suficiente e necessario que 



0. 



(3.117) 



14 Ocasionalmente, por simplicidade e de acordo com uso corrente na literatura, chamaremos / 
de matriz simpletica no lugar de (pre-)simpletica. 
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Por simplicidade, comumente consideraremos que b e uma constante nao-nula. A 
equagao acima impoe uma primeira condigao que \I/ deve satisfazer. 

O modo-zero v nao serve como gerador de transformagSes de calibre, mas servira 
para modificar o vinculo da teoria original C gerado por z/, como segue 



d n y v a (x 



d n y V a (x)^ 



5 



5^(x) 



V(y) + G(y) + -i(yh(y) 



fi(5) + Jd n y u a (x)^^ + kbj(x) 
VL + G V + kb>y =: Cl. 



(3.118) 



Acima, £° = (£ a ,6 l ,7), Q e o vinculo da teoria original que e gerado por v e G v 
econtra-se implicitamente defmido. 

Prosseguindo com as etapas usuais do metodo simpletico, o vinculo modificado 
Q e adicionado ao setor cinetico de Ce n por meio de um multiplicador de Lagrange, 
definindo CqL, ou seja, 



4 1 } = a *C + (* + i)Q + n\ - v e . 



7" 



(3.119) 



Poderia-se modificar V# i7 usando Q = 0, como indicado em [30], mas esse passo 
nao e indiferente para este formalismo. Vamos considerar que V# i7 ainda e dado por 
V + G + ±fc 77 . 

Sendo = (£ a ,0,7,A), a nova matriz simpletica e 
/ (/<*) 0. 

« -5(x-$) 

kb{y)S(x-y) 




0/3 6(2 -jf) 



SGJg) 
80(2) 



\ 



•ff) -kb(x)S(x-y) 



(3.120) 



/ 



Essa matriz possibilita a selegao de modos-zero que serao os geradores da sime- 
tria. Selecionaremos os dois seguintes geradores independentes: 



u a (x) b 0) = (u a (x) 0) 
ji a (x) -kb 1). 



(3.121) 
(3.122) 
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Acima, fi a pode ser neste ponto fixado de acordo com a simetria desejada ou pode 
ser carregado como uma incognita a ser fixada somente na Lagrangiana final do 
metodo. No primeiro caso, chega-se a resposta final mais rapidamente, mas corre-se 
o risco de se impor uma simetria incompati'vel com C 

A condigao de que z> 7 nao deve gerar novos vmculos e imediatamente satisfeita, 
pois 

<Py ^^SL = ( d n y ^(f)SlM = (3.123) 
A condigao de que ug nao gere novos vmculos leva a equagao diferencial 



Por fim, \l/ e a constante k sao determinadas atraves das equagoes 

d n xv«(x)fW 9 '"<(x,y) = 0, (3.125) 

Jd n x^(x)ff^(x,y) = 0. (3.126) 



Encontradas as solug5es para as equagoes diferenciais (13.1171 13.1241 13.1251 13. 1 26|) , 
C tera dois geradores independetes de transformagoes de calibre, dados por v Q e z> 7 . 
Usaremos 5 £e para designar variagoes de calibre devido a vg e 5 £j para as de z> 7 . 
Somando essas variagSes independentes, vem 

(S £J + 5 Ee )C(x) = Jd n y[e y ($v a ($+e e (&)ti a m5(x-$), 

(4 7 + 5 £g )9(x) = -e e (x)kb, 

(5 e ^ + 5Mx) = e 7 (f)6, (3.127) 

(S £l + 5 £g )X(x) = e e {x). 

Eliminando 7 por meio de sua equagao de movimento 7 = 8/k, da igualdade 

^e 1 +5 £e )e = k{5 £i +5 £e ) 1 (3.128) 
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vem e 1 = -eg. Seja e := e e e 5 e := (5 £7 + 5 e J, logo 

6 £ C(x) = Jd n y[-e(y)u a (y)+e(y)p a (y)}5(x~y), 
5 £ 6(x) = -e(x)kb, (3.129) 
8 £ 9(x) = —e(x)kb. 

Esse caso deve ser contraposto ao apresentado na Eq. (13.1111) . Nao e de se 
esperar que fi a em (13.1111) envolva do, pois essa derivada em geral impede que /i a 
seja simultaneamente modo-zero de / e produza solugoes para G que nao envolvam 
derivadas temporais (pois do contrario G nao e um termo do potencial). Gragas a 
introdugao de um segundo campo de WZ, foi possivel de forma razoavelmente geral 
tratar do caso em que a Lagrangiana invariante de calibre envolve 6 2 . 

Nas proximas subseg5es ilustraremos esse formalismo em duas teorias bem dis- 
tintas ambas sem simetria de calibre: o fluido irrotacional e o modelo de Proca. 
Estas duas aplicagoes se encontram em [TP] , outras aplicagoes podem ser vistas nas 
Refs. [ini E3l E21 [60] . 



3.2.3 Exemplo 1: fluido irrotacional 

Nesta segao o metodo simpletico de calibre sera aplicado em uma teoria sem vinculos 
(no sentido do metodo simpletico) e ja linear nas velocidades. Ilustraremos o caso 
mais simples do metodo que emprega apenas um campo de WZ. 

A Lagrangiana do modelo tratado em d dimensoes espaciais e dada por [65] 

C=-pr) + lp(d a r])(d a r))-?-, (3.130) 
2 p 

em que a = 1,2, ...,d, pea densidade de massa, r] e o potencial de velocidade 
e g e uma constante. A metrica e Euclideana. Essa Lagrangiana nao possui nem 



vinculo: 



15 



e nem simetria de calibre. 



15 



Por ser uma Lagrangiana de primeira ordem nas velocidades, uma aplicagao imediata do 
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A Lagrangiana invariante de calibre £ possui o aspecto 



t = -pf] + W + \p d a r]d a r] - - — G, 
2 p 



(3.131) 



com ^ = ^(p, rj, 9) e G = 77, 6»). 

Sendo £ Q = (p, 77, #) o vetor simpletico de coordenadas, o vetor simpletico dos 
momentos e a matriz correspondente sao a a = (0, — p, ty) e 

/ -S(x-y) ff\ 
S(x-y) 

6<S/(x) 8fy(x) 



f 



5p{x) 
8r](x) 



\ 



(3.132) 



Qxy J 



Sp(y) Sr](y) 

Acima, x e y sao vetories <i-dimensionais, as deltas tambem sao d-dimensionais e 
Q xy := 5^(y)/59(x) — 5^/(x)/59(y) (no caso mecanico Q xy e sempre nulo). 
Selecionando o modo-zero mais geral, 



v = (a b 1 ) , 



(3.133) 



as seguintes condigoes sao impostas a ty: 

5^(x) 

5^(x) 
8rj(y) 

®xy 



b5(x — y) 

—a5(x — y) 
0. 



(3.134) 



Por simplicidade, assumiremos que a e b sao constantes. 
Das Eqs. (13.1341) . encontra-se \l/ como sendo 

^ = bp - or] + /(0), 



(3.135) 



em que f(9) e uma fungao arbitraria de 9 somente. Essa fungao, como pode ser 
facilmente verificado, apenas contribui com termos de superffcie para C, portanto 
ela nao sera mais escrita. 



algoritmo de Dirac introduz um campo extra e um vinculo de segunda classe. Esse procedimento 
circular nao faz parte do algoritmo simpletico. 
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O ultimo passo para concluir o metodo simpletico de calibre e obter a funcao G. 
Essa fungao e determinada ao se exigir que u nao gere novos vinculos, ou seja, 

/ d d y i> a (x)S^- = 0, (3.136) 

sendo V a parte potencial de £, 

V = -\pd a r 1 d a r 1 + ?- + G. (3.137) 
2 p 



Portanto, 



jd d y \a {-±d a ri d^r, 8(x - jfl - ±8{2 - y) + |||) 



+ 



Acima, toda dependencia implfcita do vetor espacial se refere ao vertor y. 

Expandindo G em potencias de 9, G = J2Gn, com Q n oc 9 n e n > 1 [devido a 
G(6 = 0) = 0], temos 



Gi = a ( -9 a? 7 9 a 77 + + &p«9 a ?? d a 9, 



G2 = -a ("«^ 2 + bd a V d a 9 6j - j P d a 9 d a 9, 

Gz = a(a 2 ^9 3 + j9d a 9d a 9y (3.139) 

& = a "^T^ V n > 4. 
Sendo p > a9 & serie X) £? n converge e a seguinte Lagrangiana e encontrada: 
£ = -pi) + (bp - ar])9 - j^—q + 

+ {p - a9) (^d a rj d a rj - bd a rj d a 9 + jd a 9 «9 a # j . (3.140) 
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Essa Lagrangiana e invariante pelas transformagoes dadas pelo modo-zero u, ou 
seja, 

5 £ p = ae, 

6 £V = be, (3.141) 
5 £ 6 = e. 

Pode-se verificar diretamente que realmente 5 £ C = 0. 
3.2.4 Exemplo 2: modelo de Proca 

O termo de massa inserido pelo modelo de Proca quebra a simetria U(l) do eletro- 
magnetismo usual. Nesta segao vamos empregar o metodo simpletico com dois 
campos de WZ para recuperar essa simetria. Sendo mais especifico, queremos im- 
plementar uma simetria em que 5 £ A^ = d^e, 5 £ C = e a dinamica dada por C 
seja a mesma do modelo de Proca; ou seja, por meio de certo fixador de calibre, 
pode-se retornar a Lagrangiana do modelo de Proca. Como S £ A = e, isso sugere 
que precisamos da versao do formalismo com dois campos de WZ (13.1291) . 

Antes de comegar o metodo simpletico de calibre e necessario introduzir cam- 
pos auxiliares para obter uma Lagrangiana em primeira ordem nas velocidades. A 
Lagrangiana do modelo de Proca 

CiA^dvAJ = --F^F, U + —A^A^, (3.142) 

pode ser escrita como 

1 I "IT? 

C{A„, d v A h vr,, djiii) = 7T l A t + -ttV, - tt^q - -F^Fy + —A^, (3.143) 

em que /i = 0, 1,2,3, i = 1,2,3, g = diag ( + - - — ) e F^ u := d^A u — d u A^. 

Agora pode-se dar inicio ao formalismo. O primeiro passo e introduzir os campos 
de WZ 9 e 7 f l3~TT3l . 

I = + (* + i)B - V, (3. 144) 
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com 

V = —n'm + n%A + \f^F 13 - + G + | 77 . (3.145) 

Precisaremos agora determinar fc, $ e G. 

Seja £ a = (A , A 1 , n\ 9, 7 ), logo os momentos associados sao a a = (0,7^,0, \I/ + 
7,0) e 



-gji5{x-y) 



f 



( 



8A0(y) 

V o 



9ij5(x-y) 

5Ai(y) 







Sir i (y) 





8A0(x) 
6*(y) 
SA { (x) 

S-K l (x) 

S(x-y) 







-S(x-y) 




(3.146) 



e a matriz simpletica, cujas componentes acima sao determinadas, como usual, a 
partir de 



Mx,y) 



da^y) 5a a (x) 



(3.147) 



Alguns zeros que aparecem acima sao verdadeiramente vetores linhas, colunas ou 
matrizes cujos elementos sao todos nulos. 

O modelo de Proca possui um vinculo que e gerado a partir do modo-zero 
(1 0i X 3 0i x3 ). Como antes apresentado, encontraremos um vinculo modificado 
a partir do seguinte vetor: 



* = (i o lx3 lx3 b), 

em que consideraremos que b e constante. 

Exigindo que v seja modo-zero de /, encontra-se 

—b5(x — y). 



(3.148) 



SA°(x) 

O vinculo associado a v e dado por 



n 



(x) = J d s y ^(f)S^ = -dtf - m 2 A + f d*y 5G ® 



(3.149) 



+ bk-f. (3.150) 



5^(x) '' " J " " 6A (x) 

De forma mais compacta escreveremos Q = Q + G + bkj. G e o G u usado na 
apresentagao do formalismo geral. 
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Seguindo o procedimento padrao de lidar com vinculos no formalismo simpletico 
, adicionamos XQ a C Portanto, 



(3.151) 



Costuma ser conveniente eliminar o vinculo do setor potencial, devido a ele ja ter 
sido imposto no setor cinetico [3D], mas esse procedimento nao sera util, portanto 
V permanece inalterado. 

Sendo ^ a = (A°,A i , / K i ,d, r y,X), agora com a = 1,2, ...,10, e usando a Eq. 
(I3.149p . a seguinte matriz simpletica e encontrada: 
/(i) = 
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9^ 

5^(x) 
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¥M - <9f 5 (3) 

OTT l (x) 1 

SG (y) 
80 (x) 



S0(y) 



bk6<® 




/ 

(3.152) 



Acima, 5^ := 8(x — y). 

Agora, em acordo com as Eqs. (13. 12TT 13.1221) . selecionamos os seguintes modos- 
zero que serao responsaveis pela simetria de calibre: 



v {0) — ( a o a d l cd l —kb 1), 

z> (7) = (1 lx3 lx3 b 0) = (£> 0) 



(3.153) 



Esses modos-zero sao mais gerais do que os correspondentes a proposta inicial, se- 
gundo a qual C deveria ser invariante por transformagSes do tipo 5 £ An = dnS. 



Analisando a Eq. (13.1291) . ve-se que de imediato pode-se tomar a = e a = 1 para 
essa proposta. Contudo, embora considerar esses valores neste momento reduza 
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consideravelmente os calculos futuros, carregaremos todos os termos acima, com a 
linica restrigao de serem constantes. 

Conforme apresentado no formalismo geral, U(~\ nao gera novos vmculos. A 
imposigao de que um seja modo-zero implica que 

5 ^- = (m 2 -b 2 k)5(x-y). (3.154) 

Da imposigao de que urg) nao deve gerar novos vmculos vem 

= fd 3 y u? Ax) 6V ^ (3.155) 

d 3 y [a 5(x - $(-8^ - m 2 A ) + a<9*5(x - y)(d j F tj - m 2 A i ) + 

+ cms _ ^ + g , Ao) + + # m «m. _ ^} . 

O indice x em d l significa que as derivadas devem ser avaliadas com respeito a x, 
em vez de y, e 

p»:=(a ,adi). (3.156) 

Consideremos novamente a expansao de G em serie de potencias. Sendo Q n 
proporcional a 9 n , escrevemos G = J2 n Qn- A condigao G{6 = 0) = implica que 
n > 1. A solugao em primeira ordem da Eg. ( 13. 1551) e 

Si = ^(-ao^Tr* - m 2 pM M - cdV* + cd%A ). (3.157) 

A menos de termos de superficie, a contribuigao de segunda ordem em 9 e 

1 



: {c(2a + c)di6d l 6 + m 2 p^e Pu d}. (3.158) 



2(A;6) 2 

A ausencia de A^ 1 e 7r* em Q 2 implica que Q n = para qualquer n > 3. Con- 
seqiientemente, a fungao G e agora conhecida. Pode-se entao calcular Go, 



G (x) = I d 3 y = ^(cd%9 - m 2 a 6). (3.159) 
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Aplicando esse resultado na Eq. ( 13. 154ft . temos 

2 

771 

k=—. (3.160) 

Agora G e k ja se encontram determinados em fungao dos parametros dos modos- 
zero v e u$. Falta impormos todas as condigoes necessarias sobre ^ a fim de que 
vq seja realmente um modo-zero. Dentre equag5es que levam a identidade trivial 
[usando as Eqs. 03.1591 13.1601) ]. aparecem as seguintes: 



c^(x-,1 + ^m^0, (3.161) 



- ba 5(x - y) + act . + ox — — —<d xv fttt^t = °- (3.163) 

Por meio das Eqs. ( 13.149} 13.1611 13.1621 [371631) . a menos de termos que envolvam 
6 exclusivamente, $ pode ser encontrado como 

= — ^{m 2 A + ccU 4 + (1 - a)9V,}. (3.164) 

77l z 

A Eq. (13.1631) apenas fixa o valor de Q xy como nulo, a fim de termos consistencia 
com as demais equagoes diferenciais. 



Enfim, todas as incognicas G e k foram determinadas em fungao dos parametros 
dos modos-zero v e Pg. Ha porem certa restrigao quanto ao valor de a que iremos 
enocontrar agora. Primeiramente vamos remover os momentos tt. Nota-se que \I/ 
e G possuem termos que dependem de tt, portanto essas fungoes alteram a relagao 
original entre tt e A como segue 

tt { = diA -Ai + - 0)0,6 + (a + c)di9}. (3.165) 
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Podemos tambem eliminar 7 usando 

b 2 ■ 

1 = —J- (3.166) 

m A 

Assim como a eliminagao de 7 nao leva a uma Lagrangiana imediatamente invari- 
ante pelas transformag5es geradas por vq e pois, conforme visto na apresentagao 
do formalismo geral, essa eliminagao so tern sentido se e 1 = —60, faz-se necessario 
analisar cuidadosamente essa eliminagao de ir. A fim de que a Eg. (13. 1651) seja con- 
sistente com a aplicagao de 5 £ := 5 £g + <5 £7 devemos fixar a — 1. Note que esse valor e 
exatamente aquele desejavel para que recobremos a simetria U(l), como comentado 
no im'cio desta subsegao. Uma eliminagao de 7r e 7 sem fixar o valor de a leva a 

~ 1 777^ h • 

C = —~F fll/ F fiV + —A^Afj, H -{—m 2 A 9 + (1 — a)di9(d l A — A 1 ) + 

b 2 ■ ■ 

+ a 9(d l d i A -d i A l ) + 9m 2 p> l A^ + —99+ (3.167) 

b 2 f3 • • 1 m 2 1 

+ — A I - (1 - a) 2 dM9 - -a 2 dM9 + (1 - a)(a + c)dM9 + —(fOpfl \ . 

Alguns termos acima dependem de mais de uma derivada por campo, ademais 
ha a constante c que e arbitraria e nao participa mais das transformagoes de calibre. 
Felizmente, todos esses problemas desaparecem ao consider armos que a = 1. Para 
esse valor de a, a Lagrangiana £ acima e invariante perante as transformagSes (13.1291) 

5 £ A Q = ea - e, 

5^ = -&e, (3.168) 

S £ 9 = — r e. 

b 

A constante b e apenas um reescalonamento de 9 e tern dimensao de massa ao 
quadrado. Assim escolher b = m 2 e equivalente a substituir -\9 por 9. Curiosa- 
mente, a constante a permanece arbitraria. Pode-se checar diretamente que, para 
qualquer valor de a e a = 1, realmente temos 5 £ C = 0. O motivo disso e simples, um 
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rearranjo da Eq. (13.1671) com a = 1 mostra que ao e A$ somente ocorrem dentro na 
seguinte combinagao: A + a 9 =: A , logo escolher a = e equivalente a substituir 
A por Aq. 

Equivalentemente, esses mesmos valores dos parametros dos modos-zero podem 
ser obtidos impondo-se invariancia de Lorentz explicita, e a Lagrangiana £ torna-se 
manifestamente invariante por transformagoes U(l): 

-i 2 2 

~ 77? 777 

£ = —-F^F^ + ~yA»A, - m 2 A»d,6 + —d^d. (3.169) 

A Lagrangiana da Eq. (13.1671) nao e a mais geral atingfvel atraves do metodo 
simpletico de calibre, outras estruturas dos modos-zero e sao tambem 
possiveis e suas componentes podem tambem depender de campos. 



3.2.5 Comentarios finais 

Os dois exemplos anteriores ilustram o funcionamento do metodo simpletico de cal- 
ibre e apresentam os principals artificios que sao suficientes para sua aplicagao em 
varios outros modelos. Os artificios apresentados sao eficientes tambem em teorias 
nao-comutativas, como e o caso do modelo de Proca nao-comutativo e do mod- 
elo autodual nao-comutativo [10J. Como mostrado em [01], o metodo simpletico 
pode ser usado de forma a obter resultados iguais ao do BFFT [55], embora isso nao 
seja uma necessidade |63j. Assim como ha varios metodos de imersao em calibre 
que se fundamentam nos princi'pios do metodo de Dirac, futuros avangos do metodo 
simpletico de calibre provavelmente o irao subdividir em varios metodoa^j. Den- 
tre as investigagoes a serem feitas, encontra-se a formalizagao da implementagao de 
simetrias de tipo nao-Abeliana, isto e, de modos-zero que dependam dos proprios 
campos da teoria; ademais achamos que futuros desenvolvimentos do metodo po- 
dem o tornar consideravelmente mais sucinto em termos de trabalho algebrico. Uma 



16 De certa forma, alguma subdivisao ja ha, pois o metodo com um campo de WZ e considerav- 
elmente diferente do com dois campos de WZ. 
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quantidade significativa de reprodugoes de solug5es de outros metodos ja foi obtida 
atraves do metodo simpletico [TUl E21 EH ED] , esperamos que futuro desenvolvimento 
desse metodo conduza a solug5es de problemas fisicos atuais. Essa esperanga e jus- 
tificavel, o metodo simpletico trata de forma mais moderna e direta da estrutura 
do espago de fase que o metodo de Dirac, sendo em particular mais economico, e 
portanto natural considerar que seus princfpios venham a se demonstrar considerav- 
elmente mais convenientes, ou mesmo poderosos, que as abordagens predecessoras 
para resolugao de problemas por meio de imersao em calibre. 
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Capitulo 4 

Nao-comutatividade 
espago-temporal 

espago-tempo nao-comutativo (NC) tern recebido muita atengao nos ultimos anos, 
mas sua historia e antiga, Heisenberg ja teria proposto a insergao de certa nao- 
comutatividade espacial a fim de resolver problemas relacionados com a auto-energia 
do eletron [66, 67J. Essas consideragoes em parte levaram Snyder a publicar o 
primeiro artigo sobre o tema [6] . Entretanto, o problema da auto-energia do eletron 
veio a ser resolvido atraves da teoria de renormalizagao, cujos resultados foram tao 
satisfatorios que eclipsaram as primeiras ideias de nao-comutatividade espacial. Essa 
hipotese de inserir uma nova regra de nao-comutatividade parece natural pois, assim 
como uma teoria quantica usual nao tern seus estados fisicos descritos por pontos 
no espago de fase, mas sim por regioes de area proporcional a h, um espago-tempo 
NC tambem nao possuiria pontos bem defmidos ("fuzzy physics"). 

Em grande parte devido a formulagao matematicamente rigorosa da geometria 
nao-comutativa na decada de 80 [2] e a conexao encontrada entre teorias de cordas 
e o espago-tempo NC [U El [681 H] > a proposta de um espago-tempo NC veio a ser 
revista em diversos contextos. Algumas de suas propriedades sao bem vindas, como 
a eliminagao do ponto espacial como estado fisico e a conexao da Lagrangiana da 
teoria de Yang-Mills NC com gravitagao, enquanto outras ainda precisam de mel- 
hor entendimento, em particular a renormalizagao dessas teorias. E perfeitamente 
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possivel que futuramente, analogamente ao que ocorreu com a Lagrangeana de Yang- 
Mills, muitas das interpretagoes atuais sobre nao-comutatividade espago-temporal 
sejam abandonadas, mas a estrutura formal dessas teorias venha a ser essencial para 
uma nova fisica, conectada ou nao com as teorias de cordas. 

Este capitulo e dedicado a uma apresentagao geral das teorias NC's, com enfoque 
aos itens pertinentes a proxima segao. A estrutura matematica dessas teorias e muito 
rica, ha muitos trabalhos sobre o assunto, contudo aqui nao sera dada enfase ao lado 
matematico. Introdugoes sobre esse assunto podem ser encontradas nas Refs. [21 69J. 
Ha novas abordagens recentes a essas teorias que parecem promissoras que nao serao 
abordadas aqui, veja por exemplo [70] (e suas referencias) . 



4.1 Aspectos gerais 

Desde o estabelecimento da mecanica quantica no imcio do seculo XX, o emprego 
de operadores associados a observaveis fisicos, em vez de variaveis reais, se tornou 
padrao na busca pelo entendimento das leis fundamentals da Natureza. A predigao 
de resultados experimentais adquiriu uma natureza probabilfstica de carater funda- 
mental, consistentemente com a relagao de incerteza de Heisenberg, a qual impoe 
um limite essencial ao conhecimento dos estados dos observaveis fisicos. Neste con- 
texto, estados fisicos deixam de ser descritos por pontos no espago de fase e passam 
a ser descritos por regioes desse espago de area mmima da ordem de Ti. Essa relagao 
de incerteza e modelada, em conjunto com a definigao de valor esperado da medida 
de observaveis, pela imposigao de que coordenada e seu momento conjugado nao 
comutam entre si, isto c|, 

[x i ,p j ]=in. i,j = 1,2,. ..,N. (4.1) 

As teorias de espago-tempo NC (ou, por simplicidade, teorias NC's) tern sido 
x Aqui o "chapeu" designa operador. 
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estudadas com o proposito de analisar a fisica de teorias com algebras mais gerias 
que a anterior, a saber 

£a£/J] =i 0o0 a ,/5=l,2,...,2iV. (4.2) 

Em que | = (x 1 , ...,x N ,pi, ...,p N ), Q*- 7 7^ para alguns valores de i e j e 1 (• 7+7V ) = 
5}^ + O(0 4J ,0( l+ ^( J+7V )). 

Ha varias formas de interpretar a alteragao da algebra quantica acima men- 
cionada. A seguir, tres abordagens a essa questao (nao necessariamente populares) 
sao comentadas: 

i) Considerar que a existencia do objeto lJ 7^ seja tao fundamental quanto a de 
Sjh. Esse novo objeto deveria introduzir pequenos desvios nos resultados teoricos 
que possuem boa concordancia experimental e possibilitar a resolugao de algum 
problema. 

ii) U e introduzido para modelar algum processo fisico desconhecido ou seqiiencia 
de interag5es nao controlada, nao tendo portanto um status de grandeza fundamen- 
tal tal qual 8jh. Desta forma, introduz-se a nao-comutatividade no espago-tempo 
com o intuito de criar um modelo efetivo, o qual poderia ser consistente com muitos 
dos fenomenos conhecidos ou so com alguns muito particulares. 

in) Como visto no CapftuloEl a relagao (14.1 j) so e valida de forma geral em sistemas 
sem vinculos. Ha teorias ffsicas que, considerando sua estrutura de vmculos e sob 
certos limites, tornam-se nao-comutativas no espago-tempo, embora originalmente 
tenham sido formuladas em um contexto comutativo. Ou seja, nesta abordagem, 
nao se assume O^ ^ a priori, mas a nao-comutatividade espago-temporal e obtida, 
sob certo limite, como uma nova descrigao teoria original. 
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Essa classificagao foi acima introduzida apenas para proporcionar uma visao 
ampla, porem vaga, de possiveis abordagens a nao-comutatividade espago-temporal. 
Nao ha na pratica uma distingao bem defmida entre essas abordagens. 

estudo da nao-comutatividade espago-temporal advinda da teoria de cordas 
sob o limite de Seiberg- Witten [7J EH [72] , assim como a analise do mais baixo mvel 
de Landau em um contexto NC [731 El] e estudos gerais de sistemas vinculados cuja 
quantizagao leve a 6 U ^ [761 [751 EZ] , sa° bons exemplos da abordagem in. Alguns 
exemplos de propostas fenomenologicas sao a modificagao da algebra quantica usual 
a fim de modificar o limite GZK [TBI [791 ED], extensoes do modelo padrao por meio 
da insergao de alguma nao-comutatividade [EH [31 [82] , modelagem da recentemente 
observada rotagao da luz sob forte fundo magnetico [H31 [HI] e algumas propostas de 
gravitagao quantica NC que nao se reduzem, a priori, a conseqiiencias de teorias de 



cordas no limite de Seiberg- Witten [85^ . Algumas rdrrcneias sobre a.spcctos gerais 
fenomenologicos podem ser vistas em [521 [SB] . 

Ocasionalmente comenta-se sobre a possibilidade de uma nao-comutatividade 
espago-temporal fundamental nas linhas da abordagem i, o que nao esta, em principio, 
em acordo com a teoria de cordas. Como hoje se entende essas teorias NC's, elas 
nao sao teorias fundamentals da Natureza, pois, por menor que seja o parametro 
associado a nao-comutatividade, varias inconsistencias, ou serias dificuldades, apare- 
cem (especialmente no que concerne a quatizagao dessas teorias). Problemas dessa 
natureza ocorrem, por exemplo, no eletromagnetismo NC [87]. Conforme vere- 
mos, a teoria U(l) nao-comutativa e, sob varios aspectos, mais proxima das teorias 
do tipo SU(N) do que de uma U(l). E perfeitamente possfvel que esses modelos 
nao venham a encontrar aplicagao em fenomenos eletromagneticos, mas sejam uteis 
para outros fenomenos. Em particular, o eletromagnetismo NC, como atualmente 



2 As referencias acima citadas sao apenas alguns poucos exemplos, nao sao necessariamente as 
mais representativas. Alem disso, embora a distingao entre as tres interpretagoes expostas possa 
parecer clara, na pratica comumentc 6 dificil, ou mesmo impossivel, classificar satisfatoriamente 
um artigo segundo esses criterios. 
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o entendemos, possui liberdade assintotica e as unicas cargas possiveis sao certa 
constante e, o negativo dessa constante e zero [87J. Por outro lado, e gostariamos de 
deixar isto claro, nao e possfvel prever como as teorias NC's irao se desenvolver nos 
proximos anos. O que ha de solido sao suas relag5es formais, mas novas tern sido 
descobertas, as quais talvez possibilitem novas interpretagoes e uma readequagao a 
fenomenologia eletromagnetica. Enfim, nao ha no momento condigSes de se con- 
siderar a nao-comutatividade espago-temporal como algum principio fundamental, 
e nem ha indfcios claros nessa diregao. Talvez, futuramente, estando alguns mod- 
elos NC's em bom acordo com a experiencia, e dispondo esses de boa consistencia 
interna, a questao da nao-comutatividade espago-temporal ser ou nao ser fundamen- 
tal se torne uma questao realmente relevante fisica; por enquanto ela fornece 
uma estrutura util para propor novos modelos efetivos (de efeito Hall a gravitagao 
quantica) e estudar outras teorias sob certos limites, como a teoria de cordas no 
limite de Seiberg-Witten. 

No que segue, tal como grande parte da literatura sobre o assunto, iremos tratar 
somente da chamada nao-comutatividade canonica, isto e, do caso em que y (£) e 
uma constante, a qual sera denotada por 9 e assumiremos que seus indices assumem 
D valores em um espago-tempo D dimensional, ou seja, 

= 10"", (4.3) 

com /i, v = 0, 1, D — 1. Estamos considerando uma deformagao do espago 1R D em 
um #-deformado [HE] que satisfaz a algebra acima e, em particular, 

]R£ ^ H D (4.4) 

Essa deformagao 9 nao altera a metrica, e verdadeiramente independente dela. 

De forma analoga ao que ocorre na mecanica quantica usual, o comutador de x 
com uma fungao / : 1R D — > 1R G C°° "aplicada"no operador x [i.e., f(x)], define 
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uma derivada no espago NC dada por 



f(x)]=ie^d v f{x). 



(4.5) 



Se 9 for matriz degenerada, existe em certo sistema de coordenadas /x tal que 
Qw v = o W, logo [x Mo , /(£)] = 0. Neste ultimo ultima relagao nao define 

derivada nao-comutativa alguma, o que e natural, pois trata-se de uma componente 
que e verdadeiramente comutativa, logo sua derivada e a usual, independendo dos 
comutadores. Neste caso temos JRf = lR p d x R. D ~ P , em que p e o posto de 9, 1R| 
e o espago p-dimensional # r -deformado e 6 r e a matriz regular p x p obtida a partir 



Usando o lema de Baker-Hausdorff, a nao-localidade de H e pode ser observada 
de forma mais clara, pois 



Esta relagao ja indica que ha dificuldades no tratamento de observaveis em teorias 
de calibre no espago-tempo NC. Em breve isto sera visto. 

4.2 O sfmbolo de Weyl e o produto Moyal 

O produto Moyal [EH] (ou Weyl- Moyal, ou Groenewold- Moyal), embora atualmente 
frequentemente associado a nao-comutatividade espago-temporal, foi originalmente 
proposto no contexto da mecanica quantica usual. Em particular, esse produto 
e uma deformagao nao-comutativa do produto usal entre fungoes reais [88]. Na 
mecanica quantica, em vez dos observaveis serem descritos por operadores em um 
espago de Hilbert, esses podem ser descritos por fungoes complexas obtidas a partir 
do sfmbolo de Weyl [90]. Para preservar o mapa entre operadores e fungoes com- 
plexas dado pelo sfmbolo de Weyl, um novo produto entre fungoes e induzido, esse 



de 6. 



expiik^) f(x) expi-ik^) = f(x» - 9^k u ). 



(4.6) 
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e chamado de produto Moyal e e associative mas nao-comutativo. Na mecanica 
quantica, esse produto e escrito como uma expansao em potencias dq2| h e e espe- 
cialmente util para analises semiclassicas [91J. No contexto do espago-tempo NC, 
esse produto e escrito como uma expansao em termos da matriz 9, como veremos. 

A fim de evitar certas sutilezas matematicas que estao alem do objetivo desta 
tese, consideraremos apenas fung5es de Schwartz [02], isto e, fung5es pertencentes 
a C°° que vao para zero no infinito mais rapidamente que 1/x, tal como todas suas 
derivadac. 

Para dada fungao rea / de Schwartz [i.e., / : JR D -> M, com / G <S(R )], 
podemos associa-la a um operador pelo simbolo de Weyl, que e dado por 

W[f} = /(0j/» exp^-x), (4.7) 

com k ■ x := k^x^ e 

f(k) := J d D x f{x) exp(-ik-x). (4.8) 

Varios simbolos podem ser introduzidos de forma a associar operadores a fungoes 
complexas, esses dependem da escolha da ordenagao dos operadores. O simbolo 
de Weyl segue a ordenagao de Weyl, como pode ser conferido pela expansao da 
exponencial de x. Entre outas propriedades, sendo / uma fungao real, o operador 
de Weyl W e Hermiteano; e H^[/]|e=o = f{%)-> em q ue x na ultima equagao e 
interpretado como uma coordenada comutativa. 

Temos liberdade de introduzir um trago no espago dos operadores, o qual escol- 
hemos de forma a satisfazer 

Tr e ik - £ = (2tt) d 5 D {k). (4.9) 

Portanto, 

Tr W[f] = J d D x f(x). (4.10) 



3 Para ser mais preciso, e uma expansao em termos de fi vezes a estrutura de Poisson. 
4 Alguns comentarios simples e interessante sobre a extensao do produto Moyal para outras 
classes de fungoes por ser vista na Ref. [93] . 

5 De forma mais geral, a fungao / pode ser complexa. Esta segao segue, em grande parte, a Ref. 
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O trago no espago dos operadores funciona como uma integral, e isso e condizente 
com o limite 6 — > de W comentado anteriormente. Ocasionalmente, no lugar de 
Tr escreve-se / Tr para deixar claro que Tr funciona como uma integral, mas nao 
usaremos essa notagao aqui. Isso e bem diferente do comportamento do trago que 
aparece na agao de teorias nao-Abelianas, esse ultimo nao se confunde com a integral 
e o trago de um elemento da algebra no ponto x e um mimero nesse ponto. No caso 
NC nao ha um mimero em dado ponto, ou mesmo em dada pequena regiao, o unico 
mimero que advem do trago depende de todo o espago. 
Seja 

A{x) := / (0* e ** e ~ lk ' x - (411) 

Usando o operador A e o trago Tr pode-se inverter a Eq. (14 .7ft de forma a obter 
uma fungao real a partir de um operador Hermiteano W, isto e, 

f(x) = Tr (W[f\ A(x)) , (4.12) 

pois 

Tr (A(x) A(y)) =5 D (x-y). (4.13) 



A multiplicagao de operadores indica apenas a ordem em que devem ser apli- 
cados, isto e, a multiplicagao de W[f) por W[g\ e simplesmente W[f) W[g). Essa 
multiplicagao define outro operador Hermiteano, o qual deve estar associado a outra 
fungao real pelo sfmbolo de Weyl. De forma geral, essa nova fungao nao pode ser 
dada pelo produto usual (ou qualquer outro produto comutativo) entre f e g, assim 
a nova fungao real se relaciona a / e g atraves de um novo produto, que denotaremos 
por *. De forma mais especifica, 

(/*</) (re) := W'\W[f] W[g\), (4.14) 



= Tr(w[f]W[g]A(x)), 
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f(k) ~g(k' - k) e-^Mt (4.15) 



f{x) exp(-e^ d^dv) g(x), (4.16) 



ou seja, 



(/ * 9)(x) = f(x) g(x) + -e^dj(x) d u g(x) + 0(6 2 ). (4.17) 

O produto *, como acima definido, e o produto Moyal. Algumas propriedades 
imediatas desse produto: 

[x»,x% = M", (4.18) 
[x^f{x% = i6^d u f(x), (4.19) 
[f(x),g(x)l = 2if(x)sen(^e^d^g(x), (4.20) 

{f{x),g(x)}, = 2f(x)cos(~6^d„dJ S )g{x). (4.21) 

Acima, [f,g]*:=f*g-g*feo comutador Moyal e {/, g}* := f * g + g * f e o 
anticomutador Moyal. 

As Eqs. (14.181 14. 19f) devem ser comparadas com (14. 3B e ( 14. 5ft respectivamente. 
As Eqs. ( 14.201 14.211) serao uteis para o proximo capitulo. 

Pode-se verificar tambem que o produto Moyal e associative, ou seja, 

A * (B * C) = (A * B) * C. (4.22) 
Como somente estamos considerando fung5es de Schwartz, nota-se que 

A* B d D x = [ AB d D x. (4.23) 



Em particular, termos quadraticos na agao em um espago-tempo NC sao iguais, a 
menos de termos de superficie, a seus correspondentes comutativos. Conseqiiente- 
mente, os propagadores das teorias NC's sao os mesmos das teorias comutativas 
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Uma agao de uma teoria NC descrita por operadores deve usar o trago Tr, e esse 
possui a propriedade cfclica. Devido as duas ultimas propriedades apresentadas, e 
facil notar que uma propriedade cfclica tambem esta presente no quadro Moyal, pois 

J A*B*C d D x = J AB*C d D x = J B*C*A d D x. (4.24) 



Uma forma interessante de analisar a nao-localidade do produto Moyal e con- 
siderar sua descrigao integral no espago de configuragao. Seja K implicitamente 
definido por 

(f*9)(x) = J d D yd D y' f(y)g(y')K(y,y\x). (4.25) 

Sendo 

f(x) = S z (x) := 5 D (x - z) e g(x) = 5 z ,{x) := S D (x - z% (4.26) 
ve-se que K de forma geral e dado por 

K(y, y', x) = (S y * 6 y ,)(x) =: 5 D (y - x) * 6 D (y' - x). (4.27) 
Expressando as deltas de Dirac por meio de suas transformadas de Fourrier, vem 
K(y,y',x) = J d D hd D h' e ih < x ^e-^ e ^ h ^ e ih '< x ^\ (4.28) 



i p -2i0-i(x-yr (x-y'Y 



(4.29) 



7r D |det#| 

A ultima equagao e valida somente caso 9 possua inversa, mas algo similar e valido 
para o subespago em que 6 for regular. A Eq. (I4.28H mostra que o produto Moyal e 
uma modificagao do produto ordinario tal que nenhum parametro alem de 9 e usado 
(nem mesmo a metrica) e a "interagao" ponto a ponto entre / e g e quebrada, pois 
nao e possivel integrar h e h! de forma a obter duas deltas se 6 ^ 0. Note que a 
nao-localidade do produto Moyal e bem mais interessante que uma mera interagao 
a distancia entre pontos. 
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A Eg. ( 14.291) ilustra uma propriedade dificilmente esperada das teorias NC's. Para 
y = y', temos 



<**«<*> = ?nW (4 - 30) 



Ou seja, 9 atua como urn regularizador do guadrado de deltas de Dirac em x — 0, 
o gue a priori pode ser visto como bem vindo. Considerando nossas expectativas 
iniciais, seria em principio desejavel, ou natural, gue no caso NC existisse um a 



cuja norma fosse da ordem de J \\9\\ tal gue V a e Wi D com ||a|| > ||ao|| tivessemos 
(5 * S)(a) = 0. Mas isso nao ocorre, o guadrado da delta em um mesmo ponto 
no espago NC e uma constante para todo o espago. Portanto temos uma nao- 
localidade infmita associada ao guadrado de deltas de Dirac. Deltas de Dirac po- 
dem ser vistas como Gaussianas de largura infinitesimal, ou seja, um "campo" 
formado por um pulso muito localizado. O produto de deltas no mesmo ponto 
(Gaussianas cocentricas), contudo, faz com gue esses pulsos extremamente localiza- 
dos influenciem todo o espago. Essa propriedade pode ser vista como um indfcio da 
mistura ultravioleta/infravermelha, conforme mostrado na Ref. [53], veja tambem 
[661 [931 [961 EH EH]. 



4.3 D-branas e o limite de Seiberg-Witten 

A teoria exposta ate agui nao determina como proceder com a guantizagao das teo- 
rias de espago-tempo NC. Seria em principio natural agora proceder com a dedugao 
das regras de guantizagao canonica a partir do caso mecanico para, por ffm, se 
possivel, tratar das regras de Feynman. Mas esse nao e o caminho padrao. Grande 
parte do interesse atual em teorias NC's vem de sua conexao com teorias de cordas. 
Como sera visto de forma resumida, em certo limite de baixas energias e na presenga 
de um fundo magnetico (o limite de Seiberg-Witten), as D-branas [9911100] sao efeti- 
vamente descritas atraves de uma geometria NC e o produto entre campos torna-se o 
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Moyafl [7] . Contudo, as medidas de integragao permanecem as mesmas. Este ultimo 
ponto nao e trivial ou natural sob o ponto de vista de uma mecanica quantica nao- 
comutativa, pois em principio a quantizagao por integrals de Feynman poderia ser 
diferente, sua motivagao original vem de dedug5es mecanicas de um espago comuta- 
tivo. Assim sendo conclui-se que a unica novidade da quantizagao nao-comutativa 
por integrals de Feynman no espago dos momentos e a presenga uma fase dependente 
de 9 e dos momentos. As teorias livres, ou de ag5es com somente termos quadraticos, 
tern as mesmas propriedades quanticas da teoria comutativa equivalente devido a 
Eq. g^Sl). 

Seguindo a Ref. [7J, considere de Polyakov para uma folha de mundo 

Euclideana E de um espago- alvo de metrica induzida (g^ u ) n & presenga de um fundo 
magnetico constante B, isto e, 

S = 4^ L (^9 a x^d a x u - 2ma'B flu e ab d a x»d b x u ) 

com a = 1, 2 e d t a derivada tangencial a borda da folha de mundo ( <9£ ). O campo 
B funciona como uma conveniente forma de selecionar as condigoes de contorno que 
as pontas das cordas estao sujeitas, pois igualando a variagao de S a zero obtemos 

(g fl ud n x v + 2ma'B^d t x u ) | es = 0, (4.32) 

sendo d n a derivada normal a <9£. Portanto, para B = as pontas das cordas 
satisfazem condigoes do tipo Neumann, enquanto B — > oo (ou g^ u — > 0) leva a 
condigoes do tipo Dirichlet. Neste ultimo caso, as pontas das cordas estao presas a 
D-branas [990. 

Com as condigoes de contorno dadas por (14.321) . o propagador em <9£, sendo dT, 



6 Em contextos diferentes, resultados similares foram anteriormente obtidos em [HE]. 
7 Alternativamente, pode-se impor as condigoes de contorno como uma condicao externa a agao, 
isto e, sem usar o campo de Neveu-Schwartz B. 
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parametrizado por r G H, e |101l I102j 

(x»{t)x u {t')) = -ot'G^ log(r - r'f + ^ y e(r - r'), (4.33) 
em que e(r) vale 1 para r positivo e — 1 para r negativo, 

:= v-M 2 ( B ^%. ( 4 -34) 

/ i i y v 

= g , (4.35) 

\g + 27ia'B y g-2na>BJ ' v ; 

/ 1 1 \ >lu 

:= -(2W) 2 -B . (4.36) 

v ; \g + 2na'B g-2na'Bj v ; 

Devido a Eq. ( 14.331) . G e a metrica efetiva, enquanto 6 e o parametro de nao- 
comutatividade, pois 

(K(r), x v {t)\) := (x»{t)x u {t-) - x v {t + )x^{t)) = iO^, (4.37) 

com t + := t + e, t~ := r — see > 0. Isto mostra que certo tipo de nao- 
comutatividade ja esta presente. Veremos que, sob certo limite, o propagador acima 
estabelece um ordenamento normal que e descrito por certo produto associativo, e 
esse e justamente o produto Moyal anteriormente apresentado. Como sera apresen- 
tado, o fato de o limite a seguir induzir o produto Moyal e apenas uma de suas 
caracteristicas nao-triviais. 

Considere o seguinte limite de baixas energias: 

a' ~ e 1/2 -> 0, (4.38) 
~ e — > 0, para fi,v = l, 2, r, (4.39) 

sendo r o posto da matriz (-B MJ ,) (a qual satisfaz £> M! , = V/x > r, o que pode 
ser sempre atingido por transformag5es de coordenadas) . Atraves desse limite, que 
neste contexto e referido por limite de Seiberg-Witten, explora-se o limite de baixas 
energias de teorias de cordas sem alterar os parametros que caracterizam as cordas 
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abertas (G, 9 e G s ), enquanto elimina-se a influencia das cordas fechadas (descritas 
por g, B e g s ). As contantes g s e G s serao em breve introduzidas. No limite de 
Seiberg-Witten, as Eqs. fl4.34H4.35j) sao dadas por 



G = f -(2W) 2 (Bg 1 B) I1V para v = 1, 2, r ^ 4Q , 

^ 1 S> para [M,v>r 



^\b9b) para /a,i/= l,...,r 



= <{ (Wr x ""' ' . (4.41) 

para z/ > r 



-=) para /i, z/ = 1, 2, r 
para /i, z/ > r 



(4.42) 



Agora o propagador perde a singularidade associada com r — > r', pois 

(x"(r) x^r')) = l -9 ij e(T - r'). (4.43) 

Para quaisquer duas fungoes do operador x, o ordenamento normal associado a esse 
propagador satisfaz |103| 

: f(x(r)) : : g(x(0)) : = e^ (r) ^^>™ : f(x(r)) g(x(0)) : (4.44) 



lim r ^ 0+ : f(x(r)) : : ff (x(0)) : = : /(z(0)) * g(x(0)) : . (4.45) 
Assim, temos 

^ft fn(x(r))^= Jd D x(f 1 *f 2 *...*f m )(x(r)). (4.46) 
A relagao com o operador de Weyl pode agora ser facilmente estabelecida, 

I m \ m 

( II fMr)) ) = TrW[h * - * fm] = Tr J] W[U (4.47) 



\n=l / n=l 
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E interessante analisar como teorias de calibre se comportam nesse espago nao- 
comutativo. Campos de calibre se acoplam a borda da folha de mundo <9E (Dp- 
brana) por meio do termo 

-i I drA^x)d r x^, (4.48) 



/i = 1, 2, ...,p + 1, que e adicionado 

Consider ando que A esteja associado a uma simetria de calibre ordinaria, 

SAp = <9 M A, (4.49) 

a variagao classica de ( 14.48P e nula, pois 

5 J drA^x^ = J drd T X = 0. (4.50) 

De forma geral, porem, e necessario avaliar a variagao da fungao partigao, a qual 
em primeira ordem em A se transforma por 

j dr : A„d T x^ : J dr' : d T ,\ : . (4.51) 

Esse produto de operadores pode ser regularizado de varias formas. Em par- 
ticular, usando a regularizagao de Pauli-Villars, o produto acima coincide com a 
variagao classica e e nulo. Uma outra regularizagao de interesse e a de separagao de 
pontos ("point splitting"). Nesta, a regiao |r — t'\ < 5 e eliminada da integragao, 
em seguida o limite 5 — > e tornado. Assim procedendo, 

Jdr : A^x^d^ : : (A(x(r~)) - A(x(r+))) : = 

= / dr : (A M * A - A * A M ) 9 T x^ : . (4.52) 

Devido a nao-comutatividade do produto Moyal, essa regularizagao quebra a sime- 
tria U(l) presente no caso classico. Por outro lado, a regularizagao de separagao de 
pontos esta associada a uma outra simetria de calibre. Em vez da variagao (14.49 p . 
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deve-se cosiderar a seguintqf 

$A ll = dr\ + i[\,A ll ].. (4.53) 

O sfmbolo " " " acima foi empregado para diferenciar os campos regularizados por 
Pauli-Villars dos regularizados por separagao de pontos, ou seja, esse "chapeu"nao 
designa operadores, serve apenas para diferenciar os campos que pertencem a algebra 
u{l) dos que pertencem a w*(l) (i.e., algebra u(l) NC). Os grupos NC's serao intro- 
duzidos em outra segao. 

A agao mais simples possivel capaz de conferir dinamica ao campo de calibre 
A G -Dp-brana de metrica G e que seja invariante por transformagoes do tipo Z7*(l) 
6 

S A = k p J FK *F. (4.54) 

Acima, k p e uma constante que depende da dimensao da brana associada, A* e o 
produto exterior *-deformado (e.g., AA^B = A^*B U dx^ Adx u , para duas quaisquer 
1-formas) e F e dado por 

F:=dA-iAA* A. (4.55) 

Essa construgao segue de perto a contrugao usual de teorias de calibre nao-Abelianas, 
embora no presente caso tenhamos uma teoria Abeliana. 

Assim sendo, a descrigao efetiva NC depende de 9 somente atraves do produto 
Moyal *. Conforme minuciosa e originalmente argumentado na Ref. [7], agao ( 14.541) 
e a agao efetiva de uma D-brana com campos de calibre de posto um, regularizada 
por separagao de pontos e no limite de Seiberg-Witten. Para o caso nao-Abeliano, 
o aspecto da agao (14. 54ft e o mesmo, exceto pela presenga de um trago no espago da 
algebra. 

Por outro lado, desde 1985 [104 J sabe-se que D-branas no limite de campos 

8 Embora so a primeira ordem tenha sido avaliada em (|4.52|) . essa transformagao de calibre e 
valida para todas as ordens da expansao da fungao partigao; os detalhes se encontram em [7]. 
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lentamente variantes (V2~jto'\^\ <C 1) podem ser descritas por ag5es de Dirac- 
Born-Infeld (DBI) (para revisoes veja por exemplo Refs. |1U5[ [103]). Usando esse 
resultado e nesse limite, a Lagrangiana efetiva e 

Cdbi = - ^ , +1 Jdet[g + 2na'(B + F)}, (4.56) 
g s (27T)P(a') — 

sendo g s uma contante que nao depende da dimensao da D-brana no espago, isto e, 
do valor de p. 

E importante notar que nessa Lagrangiana B e F ocorrem exclusivamente na 
soma B + F, o que leva a chamada simetria A: as transformag5es A — > A + A e 
B — > B — dA nao alteram a Lagrangiana. E natural que essa simetria esteja presente 
na Lagrangiana efetiva acima, pois ela se encontra na agao (I4.3ip adicionada do 
termo de calibre (14.481) . para B constant^- 

A Lagrangiana (I4.56P e dada em um espago comutativo, sendo compatfvel com 
a regularizagao de Pauli-Villars. Consideremos o problema de determinar a La- 
grangiana efetiva analoga para o caso NC. Como visto, no espago NC os produtos 
sao substitufdos por produtos Moyais e esses carregam toda a influencia do campo 
magnetico B. Alem disso a metrica efetiva e dada por G, portantd_ 

£dbi* = - - ^\ AP+1 Vdet(G + 27TQ'F). (4.57) 
G s (2n)P(a') — 

Dado que as Lagrangianas acima so tern sentido como teorias efetivas no limite 
de campos lentamente variantes, os produtos Moyais que aparecem na expansao do 
determinante da Lagrangiana NC podem ser ignorados, assim toda a infTuenia de B 
encontra-se no produto Moyal interno a F. A analise da simetria A no quadro NC 
e menos obvia, mas pode ser encontrada nas Refs. [TJ I106[ [71] . 

A relagao entre as constantes g s e G s e encontrada mediante a igualdade 

C DBI (F = 0) = CdbUF = 0), (4.58) 

9 A presenga de B pode ser interpretada como uma modificacao no potencial, A — > A B , com 
A B := A^ + \B Vii x v . Sendo F B := dA B , vem F B = F + B. 
10 Essa expressao e independente do limite de Seiberg-Witten. 
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ou seja, 




gYM, e obtida a partir da analise do termo de segunda ordem em F da expansao de 



Cdbi*, on seja, 



1 (a')^ 



(4.60) 



9ym (^) p - 2 G s • 



Em particular, nota-se que g\ M so e adimensional em D3-branas, em conformi- 
dade com a invariancia de escala de Yang-Mills em 4D. Em uma D2-brana, g Y M t em 
dimensao de massa, tal qual e exigido por uma analise dimensional de uma teoria de 
calibre U(l) [ou U(N)\ em 3D, se os campos de calibre tiverem dimensao de massa. 

A Eq. (14.601) fixa o valor de k p em (14.541) como sendo [veja Eq. (12.651) 



Esse limite de campos lentamente variantes (CLV) sera importante para algumas 
considerag5es sobre o mapa de Seiberg-Witten e certos resultados apresentados no 
proximo capitulo. 

Resumo. i) Nao-comutatividade espago-temporal ocorre naturalmente em teo- 
rias de cordas na presenga de um fundo magnetico (14.371) : ii) o limite de Seiberg- 
Witten e, em particular, um limite de baixas energias que elimina a fisica das cordas 
fechadas, as cordas abertas tern condig5es de contorno do tipo Dirichlet, o produto 
Moyal e diretamente induzido pelo ordenamento normal e de calibre efetiva 

e quadratica en0 F] iii) dependendo da tecnica de regularizagao, efetiva em 

uma Dp-brana pode ser tanto descrita por uma teoria de calibre ordinaria quanto 
por uma NC. 

11 Em particular a aqao efetiva podc depender de ordens superiores de F. No limite de campos 
lentamente variantes, sem considerar o limite de Seiberg-Witten, ordens superiores de F ocorrem, 
veja a Eq. (TOT)) . 




1 




(4.61) 



2(2tt)p- 2 G s ' 
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4.4 Topicos sobre quantizagao 

Segundo o procedimento padrao de quantizagao de campos no espago-tempo NC, 
as expectativas inicias de eliminar divergencias ultra-violetas (UV) por meio de 
nao-comutatividade espago-temporal sao ingenuas. Teorias NC's de campos sofrem 
das mesmas divergencias das teorias ordinarias e ainda possuem outras divergencias, 
essas associadas a outros graficos de Feynman que nao ocorrem no caso ordinario, os 
graficos nao-planares [HI] . Os graficos nao-planares estao associados a mistura ultra- 
violeta/infra-vermelho (UV/IV) [95] e uma abordagem direta usando as ferramentas 
usuais da teoria de campos nao e capaz de tratar esse dipo de divergencia. Ha 
propostas referentes a essa questao, a abordagem ao problema pode variar bastante, 
veja [107] . Nao e claro se essa mistura UV/IV e um problema a ser resolvido atraves 
de novas tecnicas, ou se e uma "patologia" que deve ser eliminada por meio de outras 
abordagens a quantizagao. 

Se a mistura UV/IV seria diflcilmente prevista nos primordios da nao-comutatividade 
espago-temporal, diflculdades referentes a causalidade ou unitariedade de teorias 
NC's com 9 0t 7^ poderiam ser esperadas [108, 1109] . Essas teorias sao as vezes 
referidas por teorias de tempo/espago NC e contem nao-localidade temporal. Ha 
essencialmente tres abordagens a essa questao: i) qualquer teoria NC realista deve 
sempre satisfazer 9 0i = |108] ; ii) qualquer teoria realista deve satisfazer 6^6^ > 
(8 deve ser do tipo espago), assim pode-se sempre mudar de referencial para um em 
que 9° l = [82J; iii) sup5e-se que o problema encontra-se na forma de quantizagao, 
assim outras abordagens poderiam ser realistas e evitar o probleman de unitariedade 
|110j . Pouco depois do aparecimento do artigo [108] . foi visto que ha certa classe de 
teorias de tempo/espago NC que nao tern problemas de unitariedade, mesmo usando 
a quantizagao padrao, trata-se das teorias em que 9 e do tipo luz 9^ u 9^ v = [111] . 
Sob uma perspectiva de teoria de cordas, ha realmente diflculdades de se produzir 
uma teoria NC de campos com nao-comutatividade temporal |112j . 
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Segundo os preceitos gerais apresentados nas segoes anteriores, a versao NC de 
A0 4 deve ser dada por 

= Tr f -W[d^(f> * d^<p] + —W[<p * 4>] + -W[(f> *0*0*0] , 

= J (d^ d»<f) + ^# + ^0*0*0*0^ d D x. (4.62) 

Nao ha produtos Moyais nos dois primeiros termos devido a propriedade (I4.23p . 
Assim, o propagador "livre"da teoria A0 4 NC e igual ao da versao NC. A diferenga 
do caso NC advem do termo 

W 4 [0] = {[Jd D k 4>(k a ) 5 D f £ k a ) V(h, k 2 , k 3 , h), (4.63) 



com 



c 



a=l \a=l 



1 



V(k u k 2 ,k 3 ,h) := Y[ e -^ Ak " (4.64) 

a<b 



K A k b := k ai 6 ij k bj . (4.65) 

Devido a conservagao do momento, ou seja, a delta que aparece acima, V e 
invariante por permutagSes ciclicas, embora, em geral, 

V(k u k 2 , fc 3 , k 4 ) ± V(k 2 , k u k 3 , k 4 ). (4.66) 

Isso faz com que seja necessario prestar atengao ao ordenamento dos propagadores 
associados a cada vertice. Como regra adota-se o ordenamento ciclico para todos os 
vertices. Como veremos, dependendo da ordem de associagao dos propagadores em 
relagao ao ordenamento dos vertices, a contribuigao de V pode ser uma fase global 
ou uma nao-trivial fase interna ao grafico. O primeiro caso e representado por 
diagramas planares, o segundo por nao-planares, conforme sera ilustrado a seguir. 
As regras de Feynman para o propagador e para o vertice sao 
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K 



Fig.3: 



1 



k 2 + w? 




Fig.4: A [Je"^'^^^) 



Considere os seguintes diagramas 





Fig.5: Diagrama Planar 



Fig.6: Diagrama Nao-Planar 



A contribuigao dos vertices do diagrama nao-planar e 

V(ki, k 2 , k 3 , h) V(-k 3 , k' 2 , k' 3 , -k 2 ) °= hc11 

V(k 2 , k 3 , fc 4 , fcx) V(-fc 2 , -A; 3 , fc£, fc 3 ). 

Seja k :— ki + k 4 , logo A; = — k' 2 — k' 3 e k 3 = —k — k 2 . Assim, 

V(k 2 , k 3 , k A , h) V(-k 2 , -k 3 , k' 2 , k' 3 ) = e-f *A(2fe, + fc 1+ ^)_ 



(4.67) 



(4.68) 



Contrariamente ao caso acima, a contribuigao dos vertices para o diagrama pla- 
nar e tal que os momentos internos se cancelam, ou seja, a unica dependencia asso- 
ciada a nao-comutatividade reside nos momentos externos, a saber: 



V(h, k 2 , k 3 , k 4 ) V(-k 2 , k 2 , k' 3 , -k 3 ) ° n = ° n 
V(k 2 , k 3 , fc 4 , h) V(-k 3 , k 2 , k' 2 , k' 3 ) = e - L ^+ k 2). 



(4.69) 
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Conseqiientemente, os graficos planar e nao-planar acima representam respecti- 
vamente as seguintes expressoes: 

^ khiki+K) [ h2 ] iTT-T^T 2 d°k2, (4-70) 
4! 2 J k^ + m 2 (k + k 2 ) 2 + m 2 

A_ ifcA(fel+fc / } /■ i e dPko (A 71) 

4! 2 7 fc 2 2 + m 2 (fc + /c 2 ) 2 + m 2 2 " 1 J 

O que foi aqui apresentado para esses dois graficos pode ser, sem maiores difl- 
culdades, generalizado para quaisquer graficos de teorias do tipo 4> n [94, 96, 66J. 

Na teoria 4 comutativa ha 6 graficos de auto-energia em 1 loop todos equiva- 
lentes entre si. No caso NC, dois desses sao do tipo nao-planares e as auto-energias 
em 1 loop sao dadas por 

n ^4/(§ro- (4 - 72) 

1 r rl D h pikAp 

Acima, p, em vez do k usado anteriormente, e o momento total externo. 

A primeira expressao e exatamente a que ocorre no caso ordinario, estando por- 
tanto sujeita a todas as complicagoes usuais. A fase que aparece em H"^ funciona 
como um cutoff desde que o momento externo p seja suficientemente grande. Nao 
sendo esse o caso, H np adquire a divergencia UV de Hp, porem agora sob a forma de 
uma divergencia de longa distancia ("UV/IR mixing") [93] . 

Para melhor quantificar essa e outras propriedades quanticas, costuma-se usar a 
parametrizagao de Schwinger 



1 



k 2 + m 2 Jo 



' da e- a(k2+m2) , (4.74) 



assim 



np 6(4vr)Wo a D / 2 ' 1 j 
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em que A e o cutoff empregado no caso usual e 



(4.76) 



Esse nao convencional produto aparece naturalmente ao se avaliar a Gaussiana 
que aparece na integragao de k em H np . pope uma notagao padrao no contexto de 
teorias NC's de campos. 

Nas Refs. [1081 1109] 1111] foi demonstrado que uma condigao necessaria para que 
as integrals de Feynman convirjam de forma a preservar unitariedade e p o p > 0, o 
que em geral nao ocorre no espago de Minkovisky se 6° l ^ 0. 



4.5 Teorias U*(N) e o mapa de Seiberg-Witten 



A fim de se construir extensoes NC's de teorias de calibre, o primeiro passo e definir 
os grupos apropriados. O grupo U(N) possui uma extensao NC natural que deno- 
taremos por U*(N) [grupo U(N) NC]. Entretando, embora U(N) = U(l) X SU(N), 
nao existe em principio uma versao NC do grupo SU (N). Isso se deve a det(A*B) ^ 
det A * det B em geral. Ha porem formas de contornar essa dificuldade e assim 
tratar de teorias NC's com grupos de calibre diferentes do U*(N) |113l 1114] . Apos a 
definigao do grupo U*(N), definiremos a teoria de calibre correspondente e veremos 
que nao sera possfvel definir os observaveis tao diretamente como ocorre nas teorias 
£7(1) ou SU(N), pois transformagoes de calibre em particular envolvem translagoes 
espaciais (14.61) . Veremos que ha certo mapa capaz de quebrar a interpolagao entre 
translagSes espaciais e transformagoes de calibre, e esse mapa e exatamente o mesmo 
que associa a descrigao ordinaria com a nao-comutativa de JJ-branas, conforme in- 
dicado na Segao 14.31 

Diremos que uma matrix N x N complexa g e elemento de U*(N) se satisfizer 



9*9 



t = l. 



(4.77) 
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O conjunto U*(N) e urn grupo, pois, para dados g, h,j G U*(N) 



i) g*(h* j) = (g*h)* j, 



(4.78) 



it) 1 * g = g * 1 = g, 



(4.79) 



Hi) 3g = g\ 



(4.80) 



iv) (g*h)e U*(N). 



(4.81) 



Assim como no caso U(N), os geradores sao dados por matrizes Hermiteanas. 
Pela defmigao do produto Moyal, e imediato conferir que, dados Ae B Hermiteanos, 



Pode-se checar que, alem da constante de estrutura anti-simetrica /, a fim de 
expressar o comutador acima em fungao de certa base Hermiteana {t a }, e necessario 
tambem uma constante de estrutura simetrica d. Outros detalhes sobre a algebra 
u*(N) nao serao importantes para o objetivo desta tese, mas podem ser encontrados 
na Ref. [114] (veja [115] para uma revisao). 

Analogamente ao que foi apresentado na Segao 12.31 mas substituindo o produto 
usual pelo Moyal, constroi-se a seguinte agao para a teoria U*(N) de calibre: 



Acima A»eo produto exterior *-deformado (e.g., A A* B = * B u dx^ A dx u , para 
duas quaisquer 1-formas), o tr acima e um trago na algebra e F e dado por 




(4.82) 




(4.83) 



F : 



dA - %A A* A. 



(4.84) 



O " "acima designa apenas campos que pertencem a uma algebra NC, A e F nao 
sao operadores. W[A] e logo abaixo novamente utilizados, sao operadores. 

Sendo S G U*(N), A e F se transformam segundo 



A^A , = S*A*Sfl+iS*d£fl 



(4.85) 
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F^F' = S*F*S 1 (4.86) 

E importante notar que mesmo no caso U*(l) as transfomag5es de calibe tern uma 
estrutura nao-Abeliana. Em particular, F nao e um observavel, pois se transforma 
por mudangas de calibre. Algo similar ocorre nas teorias SU(N), conforme visto na 
Secao l2~!fl Naquela segao foi possfvel construir um observavel a partir do trago de F. 
O mesmo ocorre no caso £/*(l), porem precisa-se do trago no espago dos operadores, 
ou seja, 

TrW[F] -> Tr(W[S] W[F] W^[S}) = TrW[F\. (4.87) 
Equivalentemente, usando a propriedade (14.24)) . 

J F d D x^ J S*F*S j d D x = J F d D x. (4.88) 

Para U*(N) precisa-se dos dois tragos, tr e Tr. 

Como o trago Tr precisa ser empregado, a abordagem acima nao constroi ob- 
servaveis locais. E natural que observaveis locais em uma teoria NC nao possam 
ser facilmente construi'dos, pois, sendo S G U*{N), em particular podemos escrever 
S = exp # (i\(x)), o qual esta, por meio do smibolo de Weyl, diretamente associado 
ao operador de translag5es espaciais, veja a Eq. (14.61) . 

Observaveis locais podem ser determinados em uma teoria NC atraves de cam- 
inhos menos diretos. Uma das possibilidades e usar uma variagao do formalismo 
de loops de Wilson para espagos NC's [116] . A outra e utilizar certo mapa entre 
teorias de calibre ordinarias com as NC's, chamado de mapa de Seiberg-Witten [7j. 
A conexao entre essas duas abordagens foi explorada nas Refs. [117] . Nesta tese, 
somente a segunda possibilidade sera explorada. 

Os resultados da Segao 14.31 indicam que deve haver algum mapa que relacione 
uma teoria de calibre ordinaria com uma NC. Existindo esse mapa, sera possfvel 
defmirmos observaveis locais usando o mesmo procedimento de uma teoria ordinaria. 
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Necessariamente esse mapa deve satisfazer 

S X A{A)=A{A + 6 X A)-A{A); (4.89) 

ou seja, qualquer variagao infinitesimal da conexao A, que seja uma transformagao 
de calibre, induz, necessariamente, uma transformagao infinitesimal de calibre em 
A. A reciproca tambem procede. E importante notar que nao estamos exigindo que 
os parametros A e A sejam iguais, A e em principio uma fungao qualquer de A, 9 e A. 

Como orbitas de calibre sao topologicas (pois sao conseqiiencias imediatas da 
identidade de Bianchi) e a equagao acima descreve certo mapa local entre orbitas 
de calibre, vamos usar a condigao adicional de que o mapa dado por A(A) somente 
pode depender de A e de 9; qualquer parametro adicional, o que inclui a metrica, 
nao deve apareceio Sob essas condig5es, para 9 suficientemente pequeno e com a 
condigao de contorno A|# = o = A, o mapa mais geral entre A e A e (para N — 1) 

A^A) = A, + 9 al3 A a {h d„A p + k 2 dpAfj) + k^d^Ap. (4.90) 

As constantes fci, kz e k 3 serao avaliadas a seguir. 
Como 

S X A^ = d^X, (4.91) 

5 % A» = dfj,\ + i[X, Afj]*, (4.92) 

usando a Eq. f)4.89p . vem 

d fl \-9 a/3 d a \dpA ll = A ll + 9^A a (k 1 d fl A^ + k 2 d f3 A II ) + 

+h9^d a d^A p -A(A), (4.93) 



12 Essa sera uma condigao util para o mapa ser construfdo. Contudo, embora fugindo da 
"filosofia" de urn mapa entre estruturas topologicas, pode-se afrouxar essa condigao e permitir 
que outros parametros aparegam no mapa, dentre eles a metrica. Em AD, curiosamente, todas as 
contribuigoes adicionais em primeira ordem em 6 ou sao nulas ou sao termos de superffcie, quando 
aplicados na agao de YM NC; mas em 3D aparecem contribuigoes nao triviais [Ml- Neste trabalho 
vamos sempre aderir a "filosofia" de que o mapa A{A) so deve depender de A, dA e 9 (esses sao os 
unicos fatores que as identidades de Bianchi ordinaria e NC dependem). 
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dj = 6 al3 d a XdpA fl {k 2 + l) + k 1 e^{d a \d fl A p + A a d fl d l3 X + d a \d ti d /3 X) + 

+k 2 e a ^A a d^X + d a Xd f3 d^\). (4.94) 

Em que A := A + dX e / e dado por 

X(X,A) = X + f(X,A). (4.95) 

A fim de que possa-se integrar / em (14.941) . vem 

k 2 = -I. (4.96) 

Alem disso, os termos de segunda ordem nas derivadas do parametro de calibre A 
devem ser desprezados. Ja seria de se esperar que certas restrigSes ao comportamento 
do parametro de calibre seriam necessarias, dada a grande diferenga entre teorias 
U(l) e U*(l). A ultima, embora Abeliana, tern uma estrutura nao-Abeliana e ainda 
mistura transformag5es de calibre com transformag5es espaciais. 
Consequentemente, 

dj = 6 aP [kx{d a Xd ll Ap + A a d^X) - (A a d^X)}, (4.97) 

cuja solugao e 

h = \ (4.98) 

c 

/ = \e aP d a X A p . (4.99) 

Curiosamente, a constante k 3 ficou livre, pois a Eq. (14.891) independe dela. Por 
outro lado, do eletromagnetismo NC mapeada por Seiberg-Witten tambem 

independe dela, pois k 3 esta associada a um termo de superficie |118[ [59j. Em acordo 
com a Ref. [7], vamos escolher k 3 = 0. 
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Por fim, para N — I e em primeira ordem em 6, o mapa de Seiberg-Witten e 
dado por 

4 = A M + 9 a/3 A a Q dpAp - dpA^ , (4.100) 
A = A + \o al3 d a X A/3. (4.101) 



Para iV qualquer, deve-se usar 

5 X A^ = <9 M A + i[X, A^], (4.102) 
S X A^ = d^X + i[X,A^ (4.103) 

= d^x + i[x, - \e^{d a \ dpA^} + o(9 2 ). 

A presenga do anti-comutador acima nao e tao inesperada quanto pode parecer a 
principio. No imcio desta segao, foi mencionado que em teorias nao-Abelianas NC's 
precisa-se de duas constantes de estruturas, uma anti-simetria e outra simetrica. 
O produto XA nao pode ocorrer acima diretamente [como ocorre na expansao em 
primeira ordem da Eq. (14.921) ]. pois esse produto e proporcional ao quadrado dos 
geradores da algebra, enquanto os demais termos da expressao sao lineares nos 
geradores. Assim, so restam duas alternativas: ou emprega-se o anti-comutador 
desse produto ou o seu comutador. O ultimo caso nao e condizente com N = 1 
(14.921 14.93p . mas o primeiro e. 

Considerando a discussao sobre mapeamento de orbitas de calibre apresentada, 
no lugar de (I4.90p temog_2 

A,(A) = A, + 6^{A a , k x d,A p + k 2 d p A, + k' 2 [A p , A,}}. (4.104) 



13 Alem do termo associado a k 3 que aparece em (|4.90p . outras possibilidades coerentes, e em par- 
ticular compatfveis com o caso N — 1, sao k 3 9 al3 d^Aa, Ap], fc 4 a,3 9 Q [ J 4 M , Ap] e k' 4 9 al3 [A a , [An,Ap]]. 
Ncnhum desses termos e essencial para a existencia do mapa, e nao sao considerados na Ref. [7]. 
Maiores detalhes sobre as conseqiiencias desses termos encontram-se em [118] . 
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Conseqiientemente, 



d,\ + i[\A v \-~e afi {d a \,dpA lt } = A li + 



+ 6 af3 {A a , h d^Ap + k 2 dpA^ + k' 2 [Ap, A^}} - Ap, (4.105) 



com A:= A + d\ + i[X,A\. 

Usando artificios analogoo aos ja apresentados, descobre-se que o mapa de 
Seiberg-Witten para qualquer N e em primeira ordem em 8 e dado por 



K = A^-^{A a ,d,Ap + F^}, 



(4.106) 



A = A + -8 a(3 {d a \ Ap] . 



(4.107) 



Segundo a analise feita na Segao 14.31 6 nao e necessariamente muito pequeno, 
portanto deve haver alguma forma de generalizar o mapa apresentado em primeira 
ordem para qualquer ordem. Uma forma elegante de extensao do mapa apresentado 
e reinterpretar o 9 anteriormente utilizado como uma variagao infinitesimal 58 entre 
duas orbitas de calibre, uma de parametro 9 e a outra com 8 + 56 [7]. Desta forma 
as Eqs. fl4.106l 14.1071) se tornam equag5es diferenciais cuja solugao e um mapa A(A) 
para qualquer ordem em 6. Seguindo esse principio, as Eqs. (14.1061 14. 107[) sao 
promovidas para 

5 A, = -^Se^iA^d^Ap + F^}*, (4.108) 

5\ = Ud al3 {d a \Ap}*. (4.109) 

As deltas que aparecem acima no lado esquerdo das igualdades sao iguais a 58-^. 
Para resolver as equag5es acima para dada ordem em 8, expande-se A e X em 
14 Para N > 1, a seguinte identidade pode ser litil: {A, [B. C]} + {[A, B],C} + \{C, A}, B] = 0. 
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potencias de 9, assim, com a condigao de contorno y4|g» = o = A, encontra-se uma 
relagao recur siva cujos termos de primeira ordem em 9 sao dados por (14.1061 H.107p . 
Nao e dificil conferir diretamente que as Eqs. (14.108} 14.1091) sao condizentes com 
(14.891) . Note que para esse caso a equagao analoga a (14.1051) e obtida pela substi- 
tuigao dos ^'s da expansao por 69 e de todos os comutadores e anti-comutadores por 
suas versSes Moyais. Como nao e necessario expressar esses ( ant i-) comutadores em 
fungao das constantes de estrutura para obter o mapa de Seiberg-Witten de N ar- 
bitrario, toda a demonstragao segue sem maiores alteragoes para o caso da expansao 
em 59. 
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Capitulo 5 

Dualidades eletromagneticas no 
espago-tempo nao-comutativo 

Extensoes das dualidades vistas na Segao 12.51 para o caso NC nao sao triviais e 
suas conseqiiencias dificilmente podem ser consideradas como esperadas. As teorias 
de calibre Z7* (1) tern uma estrutura similar as teorias nao-Abelianas, assim, em 
particular, mesmo sem fontes sao teorias com interagao. Entretanto, devido ao 
mapa de Seiberg-Witten, teorias U*(l) podem ser mapeadas em teorias ordinarias 
de calibre. Embora a teoria mapeada seja tambem nao-linear, por ser uma teoria 
£7(1), vale a identidade de Bianchi ordinaria dF = 0, o que sera de grande ajuda 
para empregar os metodos apresentados na Segao 12.51 

Neste capitulo trataremos de duas dualidades de natureza eletromagnetica. Primeira- 
mente veremos o caso em 3D com massa topologica ate a primeira ordem em 9 com 
enfoque a Ref. [12J, depois o caso sem massa topologica tanto em 4D quanto em 3D, 
seguindo a Ref. [13] . Mesmo na epoca da publicagao do artigo [12], ja havia outros 
que tratavam dessa dualidade [1191 H201 1121[ I122[ 11231 1124j , porem com conclusoes 
distintas e, em certos casos, incompatfveis. Curiosamente, a teoria dual encontrada 
em [12j nao e identica a nenhuma anteriormente apresentada, embora compativel 
com as Refs. |123[ 1124J. Posteriormente sua resposta foi explicitamente confirmada 
em |59|. 

E importante notar que a dualidade eletromagnetica nao-massiva nao e um caso 
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particular da com massa topologica, deve-se lembrar que a primeira, em 3D, rela- 
ciona vetores com escalares, enquanto a segunda relaciona vetores com vetores. Em 
[13], motivados especialmente pelos resultados em 4D das Refs. |125j 1127] . resolve- 
mos estudar essa dualidade no contexto tridimensional e avaliar a necessidade do 
limite de campos lentamente variantes (CLV). Entender o funcionamento das dual- 
idades eletromagneticas e essencial para o entendimento das teorias t/*(l), pois, em 
particular, essas dualidades conectam teorias sem nao-comutatividade temporal a 
teorias com nao-comutatividade temporal. Esse artigo [13] foi o primeiro a tratar 
da dualidade NC tridimensional nao-massiva e o primeiro a avaliar a partir de que 
ordem o limite de CLV se faz necessario a fim de preservar certa regra de dualidade 
(9 — > g 2 *9) [125[ [72] e manter o carater S da dualidade. 



5.1 Sobre as extensoes nao-comutativas do mod- 
elo autodual induzidas por dualidade 

O termo de Chern-Simons nao-comutativo (CS NC) tern sido estudado em varios 
contextos desde o final da decada de 90 [1291 11301 11311 1132] e e dado por 

77i r ( 2i \ 

S CS * = ^ J tT { AA * dA - J Aa * Aa * A ) ■ ( 5 - x ) 

Esta e uma extensao natural para o modelo de CS [veja a Eq. (12.741) ]. ademais ela 
pode ser tambem obtida por meio de bosonizagao do modelo de Thirring NC |132[ 
1131] e e motivada por resultados de teoria de cordas [20] . 

Dado o termo de Chern-Simons acima, constroi-se imediatamente o modelo NC 
de Maxwell- Chern-Simons (NC MCS). No contexto de dualidades, dado que a teoria 
MCS e equivalente a autodual, uma questao natural e se ha um modelo autodual 
NC e se esse e equivalente ao modelo MCS NC. Considerando a Eq. (12.1181) . tem-se 
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a seguinte generalizagao (veja tambem |132j ): 



Sad* — a f J 



1 / 2? 

IK V + -(/A ?/--/A,/A./ 



(5.2) 



Na Ref. |122j mostra-se a equivalencia entre as ag5es S a d* e Sues* em primeira 
ordem em 9, contudo os autores usam uma hipotese nao ortodoxa, tambem usada nas 
Refs. |120j . referente a existencia de urn mapa analogo ao mapa de Seiberg-Witten 
para teorias sem simetria de calibre (/ = f + 0(9)). Mais recentemente |124l |5"9"] 
demonstrou-se de forma direta que as ag5es S a d* e Smos* n &o sao equivalentes entre 
si. Em particular, a Ref. [59] mostra por meio de uma aplicagao do mapa de Seiberg- 
Wittero que, mesmo em primeira ordem em 9, as agoes S a d* e Smcs* mapeadas nao 
sao equivalentes. 

Embora nao se possa empregar diretamente um mapa de Seiberg-Witten para a 
agao (15. 2p . a teoria MCS NC induz por dualidade uma especie de teoria autodual 
NC mapeada, como veremos. Essa questao foi explorada nas Refs. |123U119l fT2 l l59]. 
as quais usam em linhas gerais a seguinte tecnica: a partir da versao mapeada por 
Seiberg-Witten de MCS NC, certa tecnica de dualidade e empregada para encontrar 
a teoria dual, a qual, no limite 9 — > torna-se a teoria autodual ordinaria. Note 
que essa teoria autodual NC assim induzida nao e necessariamente autodual e nao 
ha indicios de relagoes com algum modelo de Thirring NC; contudo, e uma questao 
relevante tanto para um melhor entendimento das teorias C/*(l) quanto para possiveis 
futuras aplicagoes. 

As teorias autoduais obtidas nas Refs. [121 EH] sao identicas entre si, o que inclui o 
mapa entre os campos do modelo MCS NC com os do autodual NC. Todavia os mod- 
elos autoduais obtidos anteriormente nas Refs. [1231 1119] diferem entre si e dos dois 
utilmos citados. Em particular, em |119j afirma-se que a teoria autodual induzida 
por dualidade e, ao menos em primeira ordem em 9, igual a autodual ordinaria; tese 
essa que e expressa de forma contundente no titulo "Maxwell-Chern-Simons The- 



x Para empregar um mapa de Seiberg-Witten em S a d*, campos auxiliares foram inseridos de 
forma a implementar uma simetria de calibre, seguindo o resultado de [58] . 
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ory is Free for Marginally Noncommutative Spacetimes" . Nosso resultado, obtido 
por meio da tecnica projegao dual [133] , embora diferente, e compativel com o da 
Ref. [123] . mas descredita a tese de |119j . Devido a existencia na epoca de dois 
resultados diferentes [1231 1119] . os quais tambem diferiam do nosso, depois de es- 
tabelecida a dualidade, checamos explicita e diretamente a correspondencia entre 
os parenteses generalizados e a correspondencia das equagoes de movimento. Nas 
proximas subseg5es detalharemos os passos e as conseqiiencias da Ref. [T2] . 



5.1.1 A projegao dual do modelo MCS nao-comutativo 

A Lagrangiana do modelo MCS NC e dada por 

1- ~ m /- - 2? - ~ a \ 

Cmcs* = -j-F» v * F, u + — e^ A (A M * d u A x - -A» * A v * A\j , (5.3) 

com 

Fp, := d»A v - d v A^ - iAp * A v + iA u * i M , (5.4) 

//, v, X = 0, 1,2 e metrica (g^ u ) = diag(+ — — ). Na notagao anteriormente 
usada, acima deveria aparecer g 2 no lugar de g, aqui estamos seguindo a notagao de 

H2|. 

Usando o mapa de Seiberg-Witten em primeira ordem em 9 (14. lOOj) . a La- 
grangiana Cmcs* torna-se 



g£-MCSg — ^ 



TTt 

+ -^ X A^ U A X . 



(5.5) 

O termo de CS NC e mapeado no termo usual de CS, nao so na primeira ordem, 
como um caculo direto demonstra, mas tambem em todas as ordens em 9 [132J. 

No que segue, tal como feito em |123[ [12] , vamos nos restringir ao caso natural em 
que o tempo e uma coordenada comutante 9° l = 0. Essa restrigao nao e realmente 
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necessaria para a obtengao dos proximos resultados, como comentado em [119] e 
provado de forma mais geral em [13] , comentaremos sobre essa questao na proxima 
subsegao. Assim, C MCSe pode ser reescrita como 

] TT) 1 

gC M as e = --F^F^ + -e^ x A,d u A x --6 al3 F a pF^F^ 
4 Z o 

= -\(l + 0F o )F^ + ^F„ (5.6) 

em que 9 := 9 12 e F^ := \& vX F vX = e» vX d v A x . 

A fim de proceder com a tecnica da projegao dual [133j . primeiramente intro- 
duzimos um campo auxiliar como segue 

gC MCSe = tt^ + 0F O ) tt% + y^F". (5.7) 

Como comentado na Segao 12.51 esse procedimento e apenas uma transformada de 
Legendre de parte da Lagrangiana. A equivalencia entre as Eqs. (15.61) e (15.71) e 
verificada por meio da substituigao das equagoes de movimento de 7r M em (15.71) . ou 

seja, 

tt„ = - (l + 6F ) F„. (5.8) 

Nosso objetivo agora e realizar redefmig5es de campos^ a fim de separar a La- 
grangiana C MCSg em uma parte de puro calibre e outra sem simetria de calibre e 
que carrega toda a dinamica. E isso realmente e possfvel, conforme veremos. Intro- 
duzindo 

x, ■■= ?v - l^y^ ( 5 - 9 ) 

temos 

(777 \ - ! 
r + F, + -(1 + OxoWXn- (5-10) 

Agora fagamos uma "translagao"em definindo o campo 

777 

p »:= x » + -A», (5.11) 

2 Por redefimgoes de campos subentende-se que os novos campos introduzidos se relacionam com 
os originais de forma bijetiva, ou seja, trata-se do analogo de transformagoes de coordenadas para 
campos. Em particular, essas redefinigoes sao transformagoes canonicas. 



5.1. SOBRE AS EXTENSOES NAO-COMUTATIVAS DO MODELO 
AUTODUAL INDUZIDAS POR DUALIDADE 117 



assim 

gUase = J/% + - [p - -A) [p --A^(l + 9 (po - -AoJJ . (5.12) 

A equagao acima esta pronta para a aplicagao do ultimo passo da projegao dual. 
Sejam 

Tfl 

P, = -{A+-A-). (5.13) 
Essa escolha desacopla os campos, como pode ser visto a seguir: 

2 

Tfl Tfl HI 

gt-Mcse = ^ vX Ald v A\ + —(1 - mBAZ)A-A-» - -e^A'd^. (5.14) 

O termo puro de CS e puro calibre, nao propaga grau de liberdade algum. Entre- 
tanto, ele e responsavel pela simetria de calibre observada no modelo original. A 
parte da Lagrangiana acima dependente de A~ field possui um grau de liberdade 
e nenhuma simetria de calibre. Essa carrega o mesmo conteudo dinamico da teo- 
ria dada por C MCSe . Portanto, chamamos essa parte da Lagrangiana como modelo 
autodual NC induzido por dualidade, a qual pode ser escrita como 

£ ADe = y (i - ef ) - ^-/ vX fAfx, (5.15) 

apos a substituigao 

mA~ - / M . (5.16) 

O mapa entre os campos A e f e encontrado ao se "desfazer"as passagens (15. S\ 
1531 15~TT1 l5~T31 EM), sendo dado por 

f = F tM + F»F a 6 a + l -Q il F a F a (5.17) 

e, conseqiientemente, 

p» = r- rr~e a - ^r/ a , (sis) 
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em que M := \e^ u \9 uX , logo 6 = 6 e Q x = 0. 

Com a ultima passagem o metodo da projegao dual foi conclufdo e obtivemos 
exito em determinar a teoria dual. Na proxima subsegao apresentamos maiores 
detalhes sobre esse resultado e comparagao com os demais existentes. 

A Ref. |119j critica o uso de Lagrangianas mestras se nao acompanhadas de uma 
verificagao da algebra (i.e., dos parenteses generalizados, do setor simpletico). Esse 
procedimento nos parece redundante, contudo, devido aos conflitos existentes, e em- 
bora a projegao dual posssa ser vista como um procedimento mais transparente que 
o da Lagrangiana mestra, em [T2] consideramos conveniente checar explicitamente a 
correspondencia das algebras e das equagoes de movimento perante o mapa ( 15. 17ft . 
Apresentaremos aqui tambem essa parte. 

As equag5es de movimento dos modelos dados por (15.31) e (15.151) sao respectiva- 
mente 

e»vxd u (-F A - U x F a F a - 8 a F a F x + mij = 0, (5.19) 

U - ~^xd u f x - %f a f a - 6 a f a f, = 0. (5.20) 
m 2 

A existencia de uma correspondencia entre elas segue diretamente da correspondencia 
entre seus campos encontrada em (15.171) . como pode ser diretamente verificado, o 
que prova que ambos os modelos possuem a mesma dinamica classica, apenas a ex- 
pressam atraves de diferentes campos. Veremos na proxima subsegao que a dinamica 
quantica desses modelos tambem e equivalente. 

A algebra do modelo MCS NC mapeado em primeira ordem em 9 foi calculada 
na Ref. |119j [veja sua Eq. (14)]. Para encontrar a algebra do modelo autodual NC 
usaremos o metodo simpletico [291 SO]- Logo apos a primeira iteragao, observa-se 
que a matriz (pre-)simpletica e singular. Seu modo-zero leva ao seguinte vinculo 

- h + -ea&P + \effi + ^/ /o = 0. (5.21) 
m 2 2 
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Neste modelo, a forma mais rapida de encontrar os parenteses generalizados e 
considerar f como fungao de /j, resolvendo o vinculo acima. Paralelamente, pode-se 
tambem dar continuidade ao algoritmo do metodo simpletico e inserir esse vinculo 
no setor cinetico. Ver-se-a que a iteragao seguinte produzira uma matriz simpletica 
nao-degenerada e os parenteses generalizados (obtidos a partir das componentes de 
sua inversa) serao tambem dados por 

{fo(x)J (y}}* = geUi^+umdytx-y), 

{fo(x),f(y}}* = g(l + mo(x))dl x) S{x-^+mg9e^f j (x)S(x-y),(5.22) 
{f(x-)J j (y)}* = -mge ij 5(x-y). 

O asterisco acima associado aos colchetes indica apenas que se trata de parenteses 
generalizados (nenhuma relagao neste caso com o produto Moyal). 

Usando a prescrigao dada pela Eq. (15.171) . encontramos a seguinte algebra para 
nosso modelo autodual NC: 

{B(x),B(y)}« = 0, 

{E\x),B(y)}* = ge^(l + 6B(x))4 x) 5(x-y), (5.23) 
{E\x), E*(y)}, = -gme i] (l + 26B)5{x - y) - gO(e k JE\x) + e kl E j {y))d ( k x) 5{x - y), 

em que E l := —e^Fj e B := — Fq. Como esperado, ve-se que ha coincidencia com 
a algebra da teoria MCS NC mapeada por Seiberg-Witten, originalmente calculada 
naRe:l [TT9"] [veja sua Eq. (14)]. 



5.1.2 Comentarios finais 

Como inicialmente anunciado, foi possivel estabelecer um modelo autodual NC in- 

duzido por dualidade. Em [59], atraves de outros metodos, a mesma dualidade foi 

3 A menos do coeficiente g, que se encontra nessa referencia ausente desde o im'cio, e de um erro 
de digitagao de um sinal. 
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encontrada com o mesmo mapa, embora usando a fungao partigao e sem a particular- 
izagao 8° l = 0. Essa nossa particularizagao e desnecessaria para obter a dualidade, 
isso mais tarde ficou claro ao obtermos certa relagao mais geral em [13J [veja a Eq. 
(15.441) na proxima segao]. Como mencionado em [125] em urn contexto similar, em 
primeira ordem em 8 essa dualidade e automaticamente valida na fungao partigao. 
Essa propriedade foi apresentada de forma mais detalhada em [13J, justificando o 
motivo de [12] e [59] terem obtido a mesma resposta, embora o primeiro tenha usado 
somente argumentos de ordem classica. Na proxima segao, que e dedicada a Ref. 
[T3] . esse ponto sera retomado. 

Nota-se que a Lagrangiana (I5.15P e diferente da apresentada em |123j [sua Eq. 
(17)]. Infelizmente, nessa ultima referenda, nao se encontra explicita a resposta 
final, so ha uma indicagao. Todavia, dando continuidade aos seus calculos, nota-se 
que sua Lagrangiana do modelo autodual que aparece em sua Eq. (17) nao depende 
de um termo cubico em / sem derivadas como na nossa Eq. (15.15]) . mas sim de um 
termo ciibico em df. Por esse motivo, o autor sugeriu que essa dualidade induziria 
uma modificagao no termo de CS, como diz o tftulo "(■■■) a new noncommutative 
Chern-Simons theory in d=3" . Embora nao tenhamos obtido essa modificagao no 
termo de CS, nossa resposta nao nos parece ser incompatfvel com a de [123] . Ha 
ambiguidades, mesmo em primeira ordem em 8, na definigao do modelo autodual 
induzido por dualidade. O mapa entre f e A induzido pelo procedimento da Ref. 
[123J difere do nosso mapalj (I5.17p . Como ambos resultados parecem perfeitamente 
corretos, as Lagrangianas autoduais induzidas pela dualidade obtidas em [1231 [T2"] 
sao equivalentes entre si em primeira ordem em 8, a despeito de suas diferengas 
aparentes. Esse ponto parece merecer uma analise mais geral. 

Como antes comentado, a Ref. [119J tambem apresenta um modelo autodual 
induzido por dualidade diferente do nosso. Essa referenda nao usa nenhuma tecnica 



4 Infclizmente, esse mapa nao se encontra explfcito nessa referenda, mas pode ser deduzido 
seguindo suas indicagoes. 
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de dualidade especifica. Apos certas manipulag5es, conclui que a teoria autodual 
induzida e igual a autodual ordinaria, isto e, nao depende de 9. Um mapa explfcito 
dessa dualidade nao e fornecido nessa referenda, ademais nao conseguimos encontrar 
qualquer mapa consistente com essa proposta. Se tal mapa existisse, em particular 
teriamos que o modelo MCS NC mapeado por Seiberg-Witten em primeira ordem em 
9 seria equivalente ao modelo MCS ordinario. Como sabe-se que o termo de CS NC 
e mapeado no termo de CS ordinario [132J, isso implicaria dizer que a Lagrangiana 
do eletromagnetismo NC mapeada por Seiberg-Witten e equivalente a Lagrangiana 
do eletromagnetismo ordinario, o que nao pode ser correto por varios motivos; em 
particular, na versao mapeada do eletromagnetismo, mesmo em primeira ordem em 
9, ha quebra de isotropia [82"] . 



5.2 Dualidades eletromagneticas nao-comutativas 
em 3D, 4D e o limite de CLV 

Conforme visto na Segao 12.51 a dualidade eletromagnetica em 4D associa duas teo- 
rias de calibre do tipo U(l) cujas Lagrangianas sao identicas, a menos da inversao 
da constante de acoplamento g 2 . No espago-tempo NC 4D em primeira ordem 
em 9, como originalmente apresentado na Ref. [125J atraves do emprego do mapa 
de Seiberg-Witten, dualidades eletromagneticas relacionam duas teorias £/*(l) que 
diferem pela troca de 9 por g 2 *9. Esse resultado e mais que uma mera curiosidade, 
pois sugere um serio problema de consistencia. Em 4D, sendo 9 do tipo espago, isto 
e, Q^Qpv > 0, necessariamente *9 e do tipo tempo (pois **6> A *9 = —*9 A 9). Devido 
aos resultados das Refs. [108[ 1109] . como comentado na Segao 14.41 em principio 
estaria-se obtendo uma correspondencia fisica entre uma teoria sem problemas de 
unitariedade com uma com problemas de unitariedade. O resultado da Ref. [125] 
e apenas um indicativo da presenga das dificuldades mencionadas, pois a dualidade 
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foi obtida apenas na expansao em primeira ordem em 9. Mesmo assim, as con- 
seqiiencias desse resultado tecnicamente simples nao sao triviais, outros trabalhos, 
por esse motivados e se atendo aos mesmos limites, apareceram depois [126J. 

Pouco depois da publicagao da Ref. |125j . ainda no ano 2000, foi publicado urn es- 
tudo exato em 9 (sem usar o mapa de Seiberg-Witten) sobre dualidade S em espagos 
NC's num contexto de teoria de cordas[72j. A dualidade S nesse contexto induz uma 
especie de extensao NC da dualidade de Montonen-Olive para Super- Yang-Mills em 
4D com M = 4. Os autores obtiveram evidencias para a conjectura da existencia da 
extensao dessa dualidade, a qual, em particular, impoe para todas as ordens que 9 
se transforma em g 2 *9 via dualidade, como originalmente indicado pela Ref. [125j . 
Nesse contexto os autores verificam que essa dualidade S nao conecta duas teorias 
de campos NC's, pois teorias de campos com nao-comutatividade temporal nao sao 
obtidas como teorias efetivas de cordas. 

Nas Refs. [127j . a dualidade eletromagnetica NC em 4D e analisada sob o limite 
de campos lentamente variantes (CLV) 1128] num contexto de teoria de campos. 
Os autores usam o fato de, nesse limite, o mapa de Seiberg-Witten associar duas 
Lagrangianas de DBI ( 14. 56ft . uma comutativa e outra NC, assim verificam que a regra 
9 — ► g 2 *9 e exata em 9 (no limite de CLV e usando o mapa de Seiberg-Witten). 
Considerando os resultados das Refs. [1251 1721 11081 11091 llllj e proposto em |127] 
que o parametro 9 de teorias E/*(l) fisicamente consistentes tern de ser do tipo luz 
(9^9^ = 0). Essa restrigao, contudo, pode ser eliminada se outras abordagens a 
quantizagao de teorias NC's forem usadas [110J. 

A extensao dessa dualidade NC para o caso 3D e uma analise da necessidade do 
limite de CLV, em um contexto de teoria de campos e por meio do emprego do mapa 
de Seiberg-Witten, e feita em [13J. Deve ser notado que os argumentos de [125] e 
outros dependem da dimensao do espago-tempo, em particuar, somente em 4D 9 e 
seu dual *9 sao ambos 2-formas. Em |13j . a teoria escalar dual a £/*(l) e obtida ate 
segunda ordem em 9 e e mostrado que ate essa ordem a regra 9^9:= g 2 *9 pode ser 
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naturalmente estendida para 3D. A partir da terceira ordem, de forma geral, para 
qualquer dimensao D > 2, nao e possfvel escrever a agao dual como fungao de 9 sem 
recorrer a 9 (oc *&), o que quebra a regra anterior e a versao "classica"de dualidade 
S, pois a constante de acoplamento da teoria dual nao e uma simples inversao da 
teoria original. Contudo, no limite de CLV, para todas as ordens em 9, seja em 4D 
ou 3D, a teoria dual e expressa por meio de 9 somente. Em [T3] e tambem deduzida 
uma formula que simplifica consideravelmente o mapa de Seiberg-Witten em 3D, 
essa foi usada para estabelecer alguns dos resultados acima mencionados. A seguir, 
apresentaremos os resultados da Ref. [T3] . 

Nao se encontra na Segao 12.51 mas a dualidade eletromagnetica ordinaria em 3D 
pode ser vista em detalhes na Ref. [13]. Nao ha novidades tecnicas, basta repetir 
os passos da Segao [231 para o caso 3D. 



5.2.1 Dualidade 3D em primeira ordem em 6 

A agao da teoria de calibre t/*(l), como visto nas Sec5es l4~31 e l4.51 e dada por 

= a [ F K *F, (5.24) 



em que a = —l/(2g 2 ) e constante. 

Como dF 7^ 0, a tecnica da agao mestra [4"I] . como apresentada na Segao I2~5l nao 
pode ser diretamente aplicada. Todavia, como visto na Segao 1431 teorias de calibre 
NC's podem ser mapeadas em teorias de calibre ordinarias; assim, em particular, o 
caso U*(l) e mapeado em uma teoria cujo tensor eletromagnetico satisfaz dF = [7]. 
Alem disso, esse mapa possibilita um tratamento direto dos observaveis, devido a 
desacoplar transformagoes de calibre das transformag5es espaciais. Para a primeira 
ordem em 9, o mapa de Seiberg-Witten para o caso U(l) e dado por 



A 



— 9 A a ( dyA^ — —d /Ji A u 



dx», (5.25) 
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com 5~ X A — dX- 2iA A* A e 5\A = dA. 

Aplicando (15.251) em S^, em primeira ordem em 9, 



S Ae =aj F A*F (l + (e,F)) 



(5.26) 



a / E 2 -B 2 ) [1 — 9 ■ E — 9B) d x 



em que F := dA, {9y := 9 M , 9 := 9 12 e ( , ) e o produto escalar entre formas 
diferenciais, em particular (F, 9) = *(*F A 9) = \9^F^. Acima j a usamos que o 
termo F^ v F v \9 Xk F ki1 d 3 x e proporcional a *FAF (F, 9) (veja Secao lSTTT ). As equagSes 
de movimento sao 

V ■ D = 0, (5.27) 

V x H = D, (5.28) 

VxE = -B. (5.29) 

Com 3 = E{l-9-E-9B)-\9{E 2 -B 2 )eH = B{l-9-E-9B) + \9{E 2 -B 2 ) (essas 
definigSes sao analogas as usadas na Ref. [134] ). A Eq. (I5.29P nao e modificada 
pela nao-comutatividade do espago-tempo, pois advem diretamente da identidade de 
Bianchi. Claramente, 9 (e nao 9 12 ) e responsavel pela violagao de isotropia espacial. 
Explorando a identidade de Bianchi, a seguinte agao mestra e proposta: 



S Me [F,<f>} = J [a*F AF (1 + (9, F)) — d(j)AF\. 



(5.30) 



A agao acima sera usada para encontrar a dualidade em primeira ordem em 9, 
enquanto uma natural generalizagao dela sera empregada para revelar dualidade em 
ordens mais altas. Essa nao e a unica agao mestra possivel, as seguintes tambem 
levam a dualidades entre as mesmas descrigoes vetorial e escalar: 



Sm 6 , c [G, 



a (V A Yt ( I +c(0.G))- (l + i(c-l)(0,G) 



AG 



(5.31) 



S M >[B,A] 



--B A*B (l — —(9, *B) ) - B A dA 
4a V 2a x ' 1 1 



(5.32) 
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A primeira e uma generalizagao da agao mestra de (15.301) por urn parametro 



interessante propriedade de balancear a contribuigao da nao-comutatividade entre 
seus dois termos. Entretanto, para qualquer c, os modelos que ela conecta sao os 
mesmos modelos vetorial e escalar que sao encontrados por Sm b - Na Eg. (15 .32 p . A e 
B sao 1-formas. Essa outra agao mestra equivalente parece ser mais adequada ao 
problema inverso ao proposto, isto e, o de encontrar o quadro vetorial a partir do 
quadro escalar. 

Dando continuidade a analise de (I5.30p : de sua variagao com respeito a <ft, obte- 
mos dF = 0, o que implica F = dA; inserindo esse resultado em Sm*, Sa* e obtida. 
Para determinar o outro lado da igualdade, a variagao de F sera avaliada, assim 
procedendo, 



Acima, a propriedade F A *F (F, 6) = (F, F) *9 A F foi usada. Com respeito aos 



arbitrario e contmuo c, sendo a ultima reobtida para c = 1. A agao Sm Bc possui a 




(5.33) 



campos D e H, temos, 




(5.34) 




(5.35) 



Para primeira ordem em 6, o inverso das relagoes acima e 



F = —dd) ( 1 
2a v \ 



2a 



1 




(5.36) 



= — (l - —9- V x 4> 

2a V 2a r 



V x 4> + -L(V0 ■ V0 - 2 ) I (5.37) 
2a J 8cr 
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A insergao da expressao para F em Sm s leva a uma extensao NC da agao do 
campo escalar, a saber, 

S Me ^-^-Jd<PA *d<f) (l - 0>) = SV (5.39) 

A correspondencia das equagoes de movimento entre os modelos vetorial e es- 
calar, como esperado, e dado por F = dA junto com a Eg. (15.331) (e sua inversa). 
Realmente, se d for aplicado em ambos os lados de (I5.33p . com F = dA, a equagao de 
movimento de Sa e obtida; enquanto a aplicagao de d* em (15.361) produz a equagao 
de movimento de S^ g . 

Verifica-se diretamente que o mapa (15.331) corretamente relaciona as Hamiltoni- 
anas e colchetes de ambas as representagoes. 



Com o ultimo resultado, foi defmido um novo modelo escalar cuja agao e, em 
primeira ordem, classicalmente equivalente a teoria de calibre em 3D. Emb- 

ora haja termos cubicos na Lagrangiana, essa dualidade nao e apenas classica, ela 
tambem e valida quanticamente. Isso tambem foi afirmado em [125] . Uma com- 
putagao explfcita com integrals de caminho de Feynman, no contexto da dualidade 
NC entre os modelos Maxwell-Chern-Simons e autodual, foi feita na Ref. [59], a 
qual apresenta a mesma dualidade de [12J, que nao usa argumentos quanticos. Esse 
resultado pode ser generalizado. Esquematicamente, sejam Ci(A) e Ci{B) duas 
Lagrangianas classicalmente equivalentes que estao relacionadas pela Lagrangiana 
mestra C m (A, B) cuja fungao partigao e 



Z = JvAVB exp -i J (a x A 2 + 6A 3 + a 2 BA + /(B)) d 1 



x 



(5.40) 



Integragoes em A podemser conertidas em intrgrais Gaussianas por meio da 
introdugao de mais dois campos, como segue, 



Z = cte J VA VB VC VD exp -i J (a^ 2 + 9ACC + D(C - A) + 



+ a 2 BA + f{B)) d x 



(5.41) 
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Agora a integral em A pode ser diretamente computada, deve-se substituir A por 
2^"(— 9CC + D — 02-B). Portanto, na teoria acima, se a dualidade classica for valida 
para qualquer 9 e dualidade quantica for valida para 9 = 0, a dualidade quantica 
tambem e valida. Esses argumentos se aplicam a dualidade NC escalar/vetorial aqui 
apresentada. 



5.2.2 Dualidade em ordens mais altas e o limite de CLV 

Na segunda ordem em 9, (15.261) e escrita corneal [ZD 11251 H23j . 

d 3 x, (5.42) 



SA B = a - 



com 



L 8 2 = -2 tr(6F6F 3 ) + tr(9F 2 9F 2 ) + tv(6F) tr(0F 3 ) - -tr(^F) 2 tr(F 2 ) + 

8 

+ -ti{9F9F) tr(F 2 ) (5.43) 

e tr(AB) := A^B^, tr(ABCD) := A^ u B vX C Xk D r » etc. Este trago aqui usado nao 
e o mesmo tr que aparece como trago na algebra, embora o sfmbolo seja o mesmo. 

Felizmente, no espago-tempo 3D, a expressao acima pode ser consideravelmente 
simplificada. Ja foi usado na Eq. (15.261) que tr (FF9F) = ^ti(FF) tr(F9); com 
certa reflexao, essa relagao pode ser generalizada para a seguinte: 

tr(AB 1 AB 2 ... AB n ) = (^-J JJ tr (AB k ), (5.44) 

para quaisquer tensores anti-simetricos de rank 2 A, {B k }. Portanto, 

L d 2 = -tr(FF) tr(^F) 2 . (5.45) 

A agao mestra Sm b (I5.30P pode agora ser estendida para segunda ordem em 9, 
isso e obtido pela adigao de —a J*F A F (F,9) 2 a expressao em primeira ordem. 
Assim, 



3 Note que a Ref. [125j usa uma convencao diferente nos fatores constantes das formas diferenciais. 
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F= 2a- ^2a— " + e)_ 8rf~, 

8a 2 I 2a / 



(5.46) 



S 0e = __ Jd(j) A *d0 (l - (0, #) + 3(0, d0> 2 + ~(9, 9) (d<j), d0>) , (5.47) 

em que 9 = *9/2a. Portanto, no quadro escalar, ao menos ate a segunda ordem, 9 
e o parametro de violagao de Lorentz e 9 e desnecessario. Note que apenas atraves 
do emprego de 9 a constante de acoplamento a da teoria de calibre original aparece 
no quadro dual como um fator global a -1 . A priori, pode-se conjecturar que 9 
e o parametro fundamental do quadro escalar, enquanto 9 e inferido pela duali- 
dade.Entretanto, a menos que o limite de campos lentamente variantes (CLV) seja 
empregado, essa e apenas uma ilusao de uma simetria nao exata. 

A partir da expansao em terceira ordem em 9, termos com mais derivadas que 
campos aparecem no mapa de Seiberg-Witten de F e estao presentes em L 8 3, como 
sera mostrado (qualquer L e n pode apenas depender de A atraves de F, mas pode pos- 
suir mais derivadas que A's). Esses fatores frustram a simetria acima sugerida. Para 
os inferir, usaremos a seguinte equagao diferencial de Seiberg-Witten [e obtida a 
partir da defmigao de F e da equagao diferencial que define o mapa A(A) (14. 108)) ] 

5F^{9) = ^69 a P[2F^*F u p + 2F u p*F^ a -A a *(DpF^ + d (3 F^)-(5A8) 
-(D F^ + d F„ u ) * A c 

Expandindo F e A em potencias de 9 ate a terceira ordem, temos 

6F${9) = -±59 a W'9 a "P" (d^F^d^F^ - d al d a nA a dpS^dpF^) + ... 

(5.49) 

Em que F^ u = F^J e A^ = Affl . Apenas os termos com mais derivadas que campos 
foram escritos na expressao acima. Inserindo esse resultado na Eg. (15.241) . os unicos 
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termos de L g 3 que possuem mais derivadas que campos sao os que estao na seguinte 
expressacc 

8 al3 8 a 'P'tr{d a d a ,F 9 dpdpF F) - -9^9 0l ' s3 ' tr(F0) tr{d a d a ,F dpdpF). (5.50) 



A contribuigao desses termos para as equagoes de movimento e dada por 



(5.51) 



F aa> @ F 0i3' + ^{Faa'6) F»% + F^ a , Fpp 9 Kl + -tr (F aa > Fppi ) 9 KfJ 



Acima introduzimos uma notagao compacta: indices nao expllcitos sao contraidos 
como na notagao matricial, indices extras em F sao derivadas e F^ a , Fppi 9^ = 
F£ a , Fppi 9 K — F£ a , Fppt 9^. Por exemplo, escreve-se o primeiro termo em (15.511) 
como d a d a ,F% 9 uX dpdpF x K . 

Uma cuidadosa analise das simetrias e anti-simetrias de cada termo de (15.511) 
e de sua independencia linear para 9 arbitrario com D > 4 mostra que (15.511) nao 
e nulo. Para diretamente garantir que, em qualquer dimensao(D > 2), (15.51 j) nao 
e a identidade trivial [ou, equivalentemente, que (15.501) nao e nem nulo e nem um 
termo de superficie] pode-se avaliar um caso particular de (15.511) ; por exemplo, para 
D > 3, sejam k = 2 e 9 nulo exceto pelas componentes 9 01 and 9 W , assim (15.511) 
equivale a 



(fl 10 ) 3 L (V [ ° F" ^ 2 + F"^° F 1]2 -2F'^°F^ 2 + F 10 F" 2 »+ (5.52) 
+F ,ao p*> _ 2 pnop,2^ + d[Q (p*» F »^ + F „2v pi]u _2F> 2 »F' 1]U ) 



em que cada ponto e cada "linha"signinca, respectivamente, 8q e d\. A expressao 
acima nao e identicamente nula em nenhuma dimensao (maior que dois). Esse 
resultado esta em conflito com certa proposigao da Ref. [135] , veja a proxima subsegao 
para mais detalhes. 

As expressoes ( 15.481 - 15. 51|) sao vaidas para dimensoes espago-temporais ar- 
bitrarias. Novamente, no espago-tempo 3D, uma simplificagao consideravel e possivel. 



6 Esta solugao pode tambem ser obtida atraves dos resultados na Ref. [136 , Segao 3.2; nela o 
mapa de Seiberg-Witten e expandido em potencias de A. 
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Embora a propriedade (15.441) . naquela forma, nao posssa ser usada diretamente em 
(15.501) . uma computagao direta mostra que urn resultado analogo e valido. No 
espago-tempo 3D, a expressao (15.501) e igual a 



1 Q <#Qdff tr ( Faa , F/3/3 ,) tv(F6). (5.53) 



Aderindo a expansao em terceira ordem, a contribuigao da expressao acima a S^ e 
(15.471) e obtida pela substituigao F — > *d<fi/(2a). Consequentemente, ate a terceira 
ordem em 9, nao pode ser expresso exclusivamente atraves de 9, 9 tambem e 
necessaricQ. Isso viola a simetria entre 9 e 9 presente na dualidade eletromagnetica 
ate a segunda ordem em 9. Consequentemente, no quadro escalar, a constante a 
nao aparece como um fator global a" 1 e a estrutura esperada de uma dualidade S e 
quebrada. 

No limite de CLV, os termos na agao mapeada por Seiberg-Witten que dependem 
das derivadas de F sao ignorados, portanto S<f, e , na terceira ordem em 9, pode ser 
exclusivamente expresso em termos de 9. Neste limite, como a Lagrangiana mapeada 
por Seiberg-Witten e uma fungao somente de F (sem derivadas) [7j, a Lagrangiana 
e expressada como uma fungao de tr(FF) e tr (F9) somente [devido a Eq. (l5.44p ); 
portanto, a agao escalar dual para todas as ordens em 9 pode ser expressa por 
9, sem referenda a 9 (ou *9). Embora a propriedade (15 .44ft seja em geral falsa no 
espago-tempo 4D, a agao dual pode tambem ser expressa exclusivamente por 9 no 
espago-tempo 4D, em todas as ordens em 9, se o limite de CLV for usado [127] . A 
relagao (15.441) simplifica consideravelmente a analise no espago-tempo 3D. 



7 Pode-se artificialmente inserir e's a fim de mudar 9 a ^d a dp para oc 6 M e' ia ' 3 d a dp, esse procedi- 
merito e inocuo pois *9 oc 9; mas estamos adotando a regra de sempre escrever ou 9, ou 9, nunca 
*9. Ademais esse procedimento nao evita as dificuldades com a dualidade S, pois 9 nao ocorrera 
proporcionalmente a no quadro dual. 
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5.2.3 Comentarios finais 

Na ultima subsegao demonstramos diretamente, por meio de caculos validos em 
qualquer dimensao maior que dois, que a Lagrangiana mapeada por Seiberg-Witten 
da teoria NC eletromagnetica (La s ) depende de F e suas derivadasil Ate a se- 
gunda ordem em 9, as derivadas em F podem ser combinadas com os campos A 
de forma a produzirem outro F (eliminando toda a dependencia explfcita nos A's, 
pois ha um mimero igual de derivadas e A's). Entretanto, a equagao diferencial de 
Seiberg-Witten (I5.48j) leva ao aparecimento de termos com mais derivadas que cam- 
pos na expansao em terceira ordem. Esses termos foram aplicados na Lagrangiana 
do eletromagnetismo NC (L^) e os termos resultates foram expressos em (15.50!) . 
Talvez surpreendentemente, esses termos nao sao nem nulos e nem sao termos de su- 
perficie, como mostrado subsequentemente. Esse resultado nao esta em acordo com 
a primeira parte de uma proposigao na Ref . |135] . Achamos que esse nosso resultado 
deve ser visto como um contra-exemplo a essa proposigao. Realmente, a primeira 
parte da Proposigao 3.1 nao parece ser correta de forma geral |137j . Todavia, deve 
ser enfatizado que essa proposigao claramente e valida no limite de campos lenta- 
mente variantes (CLV) e que, nesse limite, ela e compativel com nossos resultados; 
ademais, quaisquer resultados que dependam dessa proposigao sao perfeitamente 
validos naquele limite. Ha outras interessantes conseqiiencias que estamos agora 
avaliando [138 J. 

Correntes podem ser facilmente inseridas na dualidade tratada, seguindo os pas- 
sos da Segao [231 se for assumido um acomplamento independente de 9 como A A* J 
na agao mapeada. Contudo, isso viola a correspondencia com a teoria que 
imp5e o acoplamento A A* *J, cujo mapa foi encontrado na Ref. [139j . 

E interessante notar que a dualidade eletromagnetica nao viola isotropia espacial 
e, caso uma das teorias a viole, a diregao privilegiada e rodada por ir/2. Na teoria 



8 Embora nao tenha sido explicitamente mostrado na subsegao anterior, nao 6 difi'cil avaliar que 
uma particularizacao de (|5.50f> para D = 2 e tambem diferente de zero. 
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a diregao privilegiada no espago e dada por 9° l enquanto na teoria dual, ate 
segunda ordem ou no limite de CLV, a diregao privilegiada espacial e dada por 

p = i- e ^ = ^9 j0: (5.54) 

— * 

— * ~ 

donde nota-se que a diregao dada por 9 e ortogonal a de 9. 
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Capitulo 6 
Conclusao 

Os resultados por nos obtidos e apresentados nesta tese se dividem em tres partes: 
i) o desenvolvimento do formalismo simpletico de calibre (Segao |3~2"]) ; ii) a extensao 
nao-comutativa (NC) da dualidade entre os modelos autodual e Maxwell-Chern- 
Simons (MCS) (Segao I5.ip ; Hi) o estabelecimento da dualidade eletromagnetica 
NC em 3D sem massa topologica e avaliagao da relevancia do limite de campos 
lentamente variantes (CLV) para essa dualidade tanto em 3D quanto em 4D (Segao 
I5.2p . Os principals resultados obtidos em cada uma dessas partes foram comentados 
nas Subseg5es l3~2~5l 15X21 e I5T51 (veja tambem as Refs. Hd HH H21 ) • 

Acreditamos que os resultados apresentados nas partes ii e Hi acima sao de 
valor para o entendimento das teorias eletromagneticas nao-comutativas, as quais, 
como mencionado, possuem relagoes com diversas areas da ffsica, embora o signifi- 
cado fisico delas ainda nao se encontre plenamente estabelecido; o que, achamos 
nos, nao tardara a ocorrer. E possivel que resultados do Large Hadron Collider 
(LHC), cujas atividades terao imcio no proximo ano, nos deem pistas de como im- 
plementar a nao-comutatividade espago-temporal ou revelem novos fenomenos (nao 
necessariamente relacionados ao eletromagnetismo) que possam ser modelados pela 
Lagrangiana Z7*(l). Deve-se ressaltar a conexao das teorias NC's com as teorias 
de cordas, pois alguns aspectos das Z)-branas sao melhor entendidos atraves da 
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descrigao NC [140] . Alem disso, novos avangos continuam a surgir [141 

O formalismo simpletico de calibre (parte i acima) nao deve ser visto como 
urn metodo plenamente acabado, mas ja se demonstrou capaz de reproduzir alguns 
resultados de outros metodos e nos parece que podera se revelar util para a resolugao 
de problemas fisicos atuais, dentre eles os relacionados com quant izagao, dualidade 
ou mesmo com o mapa de Seiberg-Witten. 

Estamos no momento interessados em algumas interessantes conseqiiencias da 
Ref. [13] ainda nao exploradas. Dentre elas, gostarfamos de analisar minuciosamente 
os resultados da Ref. [135j que se fundamentam na parte problematica de sua 
Proposigao 3.1 e tentar extrair novos resultados referentes a aspectos mais fisicos do 
eletromagnetismo NC em 4D. A Eq. (I5.44p simplifica consideravelmente a expansao 
em Seiberg-Witten em 3D, esperamos usa-la em uma analise do eletromagnetismo 
NC nessa dimensao. O seu quadro dual escalar pode se demonstrar conveniente para 
essa analise. Avaliar as conseqiiencias do resultado acima num contexto de teoria 
de cordas e tambem tema de interesse. 



^^Para citar apenas urn dos varios artigos que se poderiam ser citados aqui. 
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Apendice A 

A 

Formas diferenciais no espago M e 
equagoes de Maxwell 



Aqui introduzimos formas diferenciais no espago M, seguindo as ideias da Segao 
12.21 para expressar as Eqs. (12.351 - 12.381) . Retomemos a Eq. (12.331) introduzindo o 
operador d como segue 

dE Adt + d B + dB = 0, (A.l) 

com do := dt 8q e d := dx l <9j. Nota-se que d e a derivada exterior de M. Usando 
essa notagao, a equagao de movimento de F ( 12.301) . ou equivalentemente de E e B, 
pode ser reescrita como 

d *(E A dt) + <t{E A dt) + d*B = -e{J *dt + Jfdx*). (A.2) 

O termo d^*B nao aparece acima pois e identicamente nulo devido a condigao de 
ortogonalidade ( I2.32[) . 

Na equagao anterior, a separagao entre dt e {dx 1 } torna-se patente mediante 
a introdugao de um operador de dualidade em T*M. Seja C(x) uma /c-forma em 
T*M, define-se o operador * por 

*C = — — C il ,„i k u n - lkjl - jd - k dx jl ...dx jd _ k , (A. 3) 

com u)i 1 ...i d = e^...^/, / = J\g\ eg = det(^). Usando a Eq. (I2.32j) algumas relagSes 
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uteis podem ser deduzidas: 



*dt = {-l) a ° J\g 00 \ f d d x, (A.4) 



dx 1 = -J\g m \ dt A*dx\ (A. 5) 



C = (-l) k J\g 00 \dtA*C, (A.6) 



*(CAdt) = (-l) ao+k yj\g°a\ (A.7) 

em que a = se g 00 > e a = 1 se g 00 < 0. Nota: g 00 = 
Portanto, a Eq. ( 1A.2I) pode ser reescrita como 



(-l) 1+ao vV°l rf o ; ^ + (-l) 1+ao ^1^1 d*E - y/\ goo \ dt A d*B = 

= ~e ((-lryS^o / d d x - Ji dt A *dx*\ . (A.8) 

Cada uma das Eqs. ( 1A.1I) e 1 ) A. 81) pode ser quebrada em duas, como segued: 

dE + B = 0, (A.9) 

dB = 0, (A. 10) 

g 00 *E + <2*B = -e ^ W (A. 11) 

d i E = eJ fd d x, (A. 12) 

em que o ponto sobre um campo e uma derivada temporal parcial, i.e., B := 8qB. 

As equagSes acima sao equivalentes as Eqs. (12.351 - f2T38|) . Alguns textos apre- 
sentam o eletromagnetismo em formas diferenciais tendo como ponto de partida as 
equagSes acima. As ultimas duas equagSes dependem da metrica, essa dependencia 
possibilita a introdugao das formas H e D que sao iguais a B e E somente para 
certo valor da metrica (metrica do vacuo) [IT] . 



Podc-se confcrir diretamente que essas equacoes sao invariantes pela transformacao g — > —g. 
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